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NOTAÇAO
r - Distância de um ponto da casca esférica ao eixo v e r ­
tical de revolução da mesma.
Nr,N0,Nr0 - Tensões de membrana por unidade de comprimento.
Qr, Q9 - Tensões transversais por unidade de comprimento.
er,£0,Yre - Deformações específicas.
Kr,K0,T - Variação de curvatura e rotação.
0 - Ãngulo circunferencial.
R - Raio médio da esfera.
F - F u n ç ã o  Tensão.
ui - Função deslocamento radial.
V - C o e f i c i e n t e d e P o i s s o n ,
D - R i g i d e z  de flexão da casca esférica,
h - Espessura da casca esférica na região sem reforço.
E - Modulo de elasticidade.
Z - Comprimento característico para a região sem reforço.
S - r / íL .  
b e r ,bei ,
ker,kei - Funções de Kelvin.
Ci,C2,... - Constantes reais.
P,M - Carregamento Externo,
ro - Raio do bocal rTgido.
cf) - Angulo meridional.
r* - Raio do contorno externo do anel de reforço,
h* - Espessura da casca esférica na região de reforço.
S* - r/z*.
w* - Função deslocamento radial para a região de reforço,
m - r*/Z*
n - r*/Z
u - K q /Z*
1 -
t - Espessura do bocal cilTndrico.
a - Raio médio do bocal cilTndrico.
X - Coordenada meridional no bocal cilíndrico.
V q j M q Solicitações internas para x = 0 no bocal cilíndrico,
a Inclinação do meridiano.
N - Rigidez de flexão da casca cilíndrica.
Y - a/t 
P / h/t.
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R ES un o
Este treha.lhn a p r e s e n t a  uma solução analítica para 
c prnblerna c a s c a i  e s f s r i c a 3  finas, eom bocais radiais c_i 
líridrico'.;, u s a n d o  a t'joria de cascas finas de pequena curva^ 
t u r a  (H iprHose de Reissnnr).
d e t e r m i n a d a s  expr:?3."pss p a r a  c a l c u l a r  d e s l o c a -  
.Tísntns e t e n s õ e s  s o m a n t e  pa r a  a c a s c a  e s f e r i c a ,  q u a n d o  é a- 
p l i c a d a  f o r ç a  axial nu m o m e n t o  f l e t o r  no b o c a l ,
Muma p r i m e i r a  a p r n x i m a ç a o  o b o c a l  e c o n s i d e r a d o  r_í 
g ido, 9 depoir;, cnmo sendo uma c a s c a  c i l í n d r i c a  fina. A n éis 
de r e f n r ç o  s ã o  c o n s i d e r a d o s  nos d o i s  ca s o s ,  af i m  de se a n a ­
l i s a r  a i n f l u ê n c i a  d e s t e s  e l e m e n t o s ,  o que c o n s t i t u i  o obj_e 
tivQ final d e s t e  t r a b a l h o .
/
IX
ABSTRACT
This work presents an analytical solution of the 
problem of thin spherical shells with cylindrical radial 
nozzles, using the theory of thin shallow shells (Reiss- 
ner ' s Hypothesi s ).
Cases in which the cylindrical radial nozzle 
becomes infinitely rigid (rigid insert) or flexible are 
analised and is developed a digital program for the compu­
tation of the displacements and the resultant stresses of 
the spheri cal shel1.
The effects of reinforcements are analised when 
an axial loads or an external moment are applied on the 
nozzles.
&INTRODUÇÃO
Embora as soluçaes numéricas venham sendo cada v/ez
":2is difundidas, rriotivadas pela sua abrangência de C3S03,.a dif^ 
:5a 3 di> ujü df2 co-iputadores e principalmento p3la possibilidada 
de resolução de prcbls:üc3 co'v;plsxa3, as soluções analíticas ccn- 
tinuam ca~a potentes formas de analise para casos mais si^pias 
ou masrno canna tr.rino de co.T.paraçao de soluções nu;néricas.
A teoria aqui apresentada e uma sirnplificaçõo ca t e o ­
ria geral de cascas finas de reuolijção, conhecida como Hipotsss 
de Reissner, sando abordada u;ria solução analitica para este c a s a
No estudo da cascas esfericas, esta hipótess introduz
A# ^ ^simplificações adicionais aqualas da Hipótese d9 Kirchhoff- Lova 
para cascas finas'«
Os casos aqui analisados sao todos geometricamente
axissimétricos, onde tada a estrutura é considerada como sendo 
constituida da urn mesmo material elástico e isotropico.
As equações diferenciais obtidas para r eprase ntar i7iat_e 
maticamante o problema fisico, consideram o carregamento externo 
apenas atraues das condições de contorno, ficando implícito nas 
constantes de integração.
Neste trabalho sao obtidas expressões para o cálculo 
de deslocamentos e tensões em cascas esfericas finas com bocais 
radiais cilíndricos, seguindo a metodologia utilizada por 
üijlaard [_1,2,"J, que analisa as equações oriundas da Hipótese 
de Reissner _4»5 , de tal forma que a sua solução se iguala à 
solução de uma placa circular sobre apoio elástico, estudada por 
Timosh e n k o  n ]
Com o intuito de f acilitar a obtenção dos resultados 
numéricos para as devidas analises, foi codificado um programa 
computacional em linguagem FORTRAN (programa PACE), que é a p r e ­
sentado no Apendice 0.
1.1 Revisão bibli o g r a f i c a
0 estudo de cascas de pequsna curvatura, segundo Rskach 
[l3 , parece ter sido iniciado por H.Aron (1874) quando ests, e n ­
quanto calculava as variações de curvatura de cascas, da:;prezou 
PBS tas expressSe s os ternos dependentes dn=: deslocaTisntos meri ­
dional (u^) e circunferencia 1 (Ug).
Mo priíneiro congresso de Mecânica ADlicada 3' 153S, 
K.f^arquerre aprenentou os seus resultados no calcrulo ds cascas de 
pequena curvatura.
Outro pesquisador que contribuiu para este estuda foi 
K h  .r^ushtari, qus usou as simplificações de Aron na aplicação de 
problemas de estabilidade de cascas, e d e p o i s , 'introduzindo ou­
tras simplificações, obteve as equações de equilíbrio para a teo­
ria ds cascas de pequena curvatura.
A teoria geral de cascas ds pequena curvatura foi desen 
volvida primeiramente por U.Z.l/lasov (1944), seaundo k e k a c h , que 
mostrou tambémque a solução de cascas, usando esta teoria, era 
iqua1 a solucao de urna placa sobre apoio elástico.
Uma p a rticu larização da teoria de Ulasov, conforme ex­
posto na bibliografi a disponível, foi efetuada por E . R e i s s n e r  [4 
(1960), para cascas esféricas. Entre outros p esqui s a d o r e s  que 
abordaram tal particular ização estão Harry Kraus [5] e Green and 
Zerna 10 . Rekach iz] apresenta, além de cascas esfericas de p^ 
quena curvatura com varias formas da carregamento, tambem particu^ 
larizaçqes da teoria geral para cascas ci líndricas e cascas com a 
forma de um parabolóide hiperbólico, entre outras.
Usando a teoria de cascas esféricas de pequena c u r v a t u ­
ra, Bijlaard [l,2,3 analisou o efeito de bocais e aneis de refor 
ço em cascas esfericas finas, sob diversas situações de carrega - 
mento.
No presente trabalho, a mesma formulação ut ilizada por 
B ijlaard é enfocada com o intuito de gerar dados para a investiga 
ção do comportamento de cascas esfericas finas com bocais radiais 
e reforçadas COm a n e i s .
2 CASCAS E S F E R I C A S  FINAS DE PEQUENA CURUATURA
2.1 Equações dife renciais que regem o problema
De acordo com E.Reissne r 4 uma casca esferica poi 
de ser considerada de pequsna: curvatura quando H e menor que 
um oitavo do diâmetro de base 2a (Fig.2.1).
F i g . 2 . 1
Escrevendo-s e a variavel z como 
z = - (R - H).
quando z = D (r = a) tem-se
7 2= 2HR - H
que para cascas de pequena curvatura e reduzida para
a^ = 2 H R
5e da equação aciíTia for isolado H e substituído na
expressão que define uma casca coítio sendn de pequsna curvatura 
(H/2a < 1/3), tem-se;
a 1
R 2
ou s e j a : ({) < ú u  ,C3
que limita o campo de aplicação da teoria em pauta.
Fig.2.2
... ■ '' ■
Para a obtenção das equações diferenci ais que regem
o problema de cascas esfericas de pequena curvatura, deue-se 
introduzir algumas simplificaçõe s propostas por Reissner, na 
teoria geral de cascas finas de revolução,
ijesta forma, tornando-se as equações gerais para ca_s 
cas de revolução dadas por Harry Kraus 5] e fazsndo-se R, = 
= R, A., = R, A t - r, T = q = 0 8 usando a condição de
Gb u s s  para pequenos ângulos (dr = R Cíj?)» tem-se;
/
/
3 (r ) 3 N r
. = 0 (2.2)
3 r 3 9 . ^ R
3 (r q^) 3
- -  (N^ + Ng) = 0  (2.3)
3 r 3 0 R
3 (r ) 3
--------^  ^  - r = 0 (2.4)
3 9
3 r 3 e
3 u u .
= ----- + -  (2.6)
3 r R
1 3 3 u,
Yre --------- ^ r — (“ ) (2.8)r 3 8 3 r r
S < e = - (  — ------ > —  (2 .1 0 )r R d T  ^ s R r 9 9
l u 9 u 9 u  I 9 u
1 9 U 9 U 9 i U 1 9 U 
T =  » r —  ( - ( - â -------------------------)) (2.11)
r a e R  9 r  9 r  r R r 3 9
onde as equações (2.9), (2.10) e (2.11) são as e xpressões para 
as variações de curvatura e rotação, os índices r e e refFjrsm- 
se às direções meridional e c i r c u n f e r e n c i a l , respectivamente, 
e u e o deslocamento radialf (Ver Fig.2.2).
Da acordo com Reissner, para a analise de cascas e s ­
fericas de pequena curvatura, pode-sa desprezar os efeitos das 
tensões cisalhante s res ultantes nas direções meridional e cir- 
c u n f e r e n c i a l , no equilíbrio das forças, e tambem negli genciar a 
contribuição dos deslocamentos  u^ e nas e xpressões de v a r i a ­
ção de curvatura. Assim, as equações (2.1), (2.2), (2.9),(2.10) 
e (2.11) ficam reduzidas a:
8 (r N^) 9 N
--------^  - Wq = ° (2 .1 2 )9 r 9 8
9 ( r N ^ ^ )  9 Mg
+
9 r 9 8
0 (2.13)
21 9 w 1 9 u 
k -  — ,  ) (2.15)
r 9r r 3e
9 1 9 w
T = - 2 —  ( ------ ) (2.16)
9 r r '9 8
Conforme pode ser visto em [6] as e quações (2.12) a
(2.16) são idênticas àquelas para placas circulares. Assim,
pode-se notar que a Hipótese de Reissner supõe que uma casca e^ 
férica de pequena curvatura pode ser tratada como uma placa ci_r 
cular curvada.
Anali s a n d o  as equações (2.12) e (2.1^5^) pode-se notar 
que elas são an álo g a s  às equações que governam um problema de 
tensões planas em elasticid ade (ver [7]). Então estas equações 
podern ser sa tisfeitas se as tensões r esultantes são expressas 
em termos da função tensão F, como segue;
N 2 (2,17)
1 3 F 1 3 ^F
—  ’■ '■ ■ -I-
r 3 X
(2.18)
re
3 1 3 F
-----( -  -------  )3 r r 3 0
(2.19)
Pode-se tambem notar que as equações (2.5), (2.7) e
(2.8) conduzem à seguinte equação de compatibilidade;
1 3 e 1 3 e 1 3
r^ 3g^ r 3r 3 r ) - -
l 3 ^ ( r Y ^ g )  V^u,^
r 3r 30 R
(2,20)
onde V e o Laplaciano em coordenadas polares.
Então, substituindo-se as relações ten são-deforma ção 
na equação (2.20), vem;
e: h
V ^ F ------ v u  = 0
R
( 2 . 21 )
Pela substitliição de Q e Q , dadas pelas equaçõesr 0
(2.4) e (2,5), na equação de equilíbrio (2.3), vem;
3
■ 3r 3r 3e
1 3 
r 3B
3(r Pl„) 3
-------------- +------  + n
ar 38 re
onde os momentos são dados em termos das variações de curwatij 
ra, que para o presente caso sao dadas pelas equaçõ es s i m p l i ­
ficadas (2,14), (2.15) e (2.16), como segue;
flj. = - D
9^u 1 3u 1 9 u
^ V ( ------ + - , ---- )
r 9r r 2 9e2
(2.23)
e = - D
r 1 9u 
L r 9r
1 C.21 9 u
+ v-
r 09 9r'
(2,24)
n ra = - D (1 - V)
8 . 1  9u 
Sr r 00
(2,25)
sendo v o coeficiente de Poisson e D (= l h'^/ 12(1 - v*" )
»a ■ *  'rigidez de flexão da casca esferica.
S'jbstituindo agora as equações (2.17) a (2,19) e 
(2.23) 3 (2,25) em (2.22), obte'm-sai
<4V u +
R 0
■'T - G (2,25)
As equações (2,21) e (2,26) são as equações que g£ 
vernam a análise de cascas esfericas de pequena c u r v a t u r a ,com 
as cargas sendo consideradas somente nas condições de c o n t o r ­
no ,
R esultados adicionais podem ser obtidos pela intr£ 
dução das eq uações (2,23) a (2,25) nas equações (2,4) e(2,5), 
ou seja;
9 o
Q- = - D —  ( V Ui)
^ 9r
(2,27)
1 9 ,
g = . 0 ----- ( v-u) .
r 9a
(2,28)
Se o operador V for aplicado em (2,26) e 
substituido pelo valor da expressão (2,21), obtem-se;
V^F
h E 
R^D
V u  = 0 (2,29)
ai rni larme n t e , pode-se tambem obter da equaçao 
(2.21) a expressão; ^
h E
V ^ F  ^ V " F  = 0 (2.30)
R"D
2,
A equação (2.29) pode ser escrita na forma equivalen-
f pi *
V ^ u  = 0 (2.32)
onde; Z" = R"D/hE = R^h^/(l2(l - v ‘^)), e a solução ds (2,29)
pods ser escrita como a soma das soluções e das e q u a ­
ções (2.31) e (2.32) (uer [ B ] ).
Comparando (2.31) com a equação para uma placa cir ­
cular sobre apoio elástico [ 6. , nota-se que se for s u b s t i t u í ­
do k/o por l/z'\ as equações são idênticas.
Sendo k o modulo do apoio elástico da placa, o . s;e'i 
equivalente para a casca esferica é;
D h E
k = - 7  = —  (2.33)
l ' R
e desta forma, uma casca esferica de pequena curvatura atua como 
uma placa plana sobre apoio elástico.
Uma melhor compreensão deste c omportamento pode ser 
obtida observando-se que a restrição elastica ku de uma placa 
plana imaginaria fornece uma força radial que deve ser equili - 
brada pelas componentes, nesta mesma direção, das forças de mem 
brana N e M . 0 equilibrio de um elemento de casca fornece;X' 0
da d (j)
ku (R d (}))(R de) = 2(R df^)^l„ sen( —  ) + 2(R de)N^ sen( —  )
0 2 ^ 2
10
Como de/2 e dé/2 são pequenos, os seus senos podem 
ser a p roximados dos proprios ângulos na expressão acima, e apos 
algumas simplificaçõe s vem:
Nr ^ = kw (2.34)
Substituindo-s e nesta expressão as equações (2.17) a
(2.19) , vem:
2 ^ ^= ---- w (2.35)
2que, ao ser aplicado o opera dor V , transforma-se na equarao 
( 2 . 21) .
Isolando-se u da equação (2.35) e substituindo na 
equação (2.31), vem a exprsssão (2.26),
Desta forma a solução de placas sobre apoio elastica 
pode ser transformada para a solução de uma casca esferica fina 
de pequena curvatura.
2,2 Solução das e quações diferenciais
2,2,1 Caso a x i ssimetrico
R s e s c r e w s ndo-se a equaçao (2.31) na forma
11
u = 0
lia sera satisfeita se:
u-j - 0 (2.35)
V u-’2 ~ ~7 *^ 2 ~ (2,37)
D esta forma, a solução geral de (2,29) serã a soma 
das soluções das e quações (2,36), (2,37) e (2,32), onde as duas 
primeiras dessas expres sões podem ser identificadas como sendo 
as equações de Bessel e de Bessel modificada, r e s p e ctivamen te , 
e por conseguinte têm como solução:
(2,38)
4a o' (2.39)
(2.40)
onde s = t/l, 3^ e sao as funções de Bessel de ordem zero, 
de primeira e segunda classe, e e K^, as funções de Bessel 
m odificadas de ordem zero, de primeira e segunda classe, respe£ 
tivamente, Uer Apêndice A,
Quando s e real as funções de Bessel não são necessa 
riamente reais, mas pode-se obter funções reais pela introdução 
das funções de Kelvin; ber(s), bei(s), ker(s) e kei(s), que são
■ -1;
Î2
as partes real e imaginaria das funções de Bessel, e a soluçao 
gérai u (= + ^2 *^ 3 ) ° caso axissimetr ico pode ser
escrita como [9 , lOj:
u = ber(s) + C2 bei(s) + ker(s) + kei(s) + +
+ Cg ln(s) (2.41)
onde as constantes C, a C,- sao reais.i o
Como as equações (2.29) e (2.30) tsm a mesma forma, 
um raciocinio semelhante fornece a soluçao goral da equaçao 
(2.3G) para o caso axissimetrico, ou seja:
F = Cy ber(s) + Cg bei(s) + Cg ker(s) + kei(s) + -t-
> (2-42)
Pela substituição das expressões (2.41) e (2.42) em 
(2.35) conclui-se que Cg = D. Simplifi cações adici o n a i s  podem 
ser obtidas determinando- se relações entre as constantes Cy a 
^10 ® ^1 ^ ^4 * ° ® feito a seguir.
A função y = Ig(x) e uma função que satisfaz a equ£ 
ção diferencial modif icada de Bessel de ordem zero;
1
y*I + _  yl _ y = Q (2 .4 3 )
X
Se nesta equação, for substituído por I^(s/í)
( = ber(s) + i bei(s)) e x por s/T, depois de igualar a zero
A ^as partes real e imaginaria, obtem-se;
y 1 ber *(s) bei(s)
V ber(s) = —^ ( b e r”(s) + ---------  ) = - - ---0—  (2.44)
a s i
« 1 bei*(s) ber(s)
V bei(s) = —^(b e i”(s) + ---------  ) = ----0—  (2.45)
I s £
sendo que V “ e as plicas referem-se as derivadas com relaçao a
13
r e  s, respectivamente, pais as derivadas com relação a s d e s a ­
parecem por ser o caso axissimetrico.
De maneira similar consegue-se:
'^ ‘^kar(s) = —T ( ker"(s)
k e r ' ( 5 ) kei(s)
r-
Í2.46^
7
V-kei(s) ~
k s i’(s) ker(s) 
( kei"(s) + ---------  ) ^ --------
(2.47)
5e (2.41) e (2.42) forem substituídas em (2.35),
com o auxilio das expressões (2.44) a (2.47) obtem-se relaT-ões 
entre as canstantüs  das equações (2.41) e (2.42), ou seja:
C7 -  - C2 , Cl,
C/.,
2£ h E
'10
Cg = 0
que subs tituidas em (2.42) fornecem:
E h‘
F = bsi(s) - C2 ber(s) + C^ kei(s) -
- C^ i ker(s) + + Cj2 (2.48)
onde F e a função tensão para o caso axissimetrico.
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2,2,2 Caso sem simetria axial
Neste caso a equação (2.31) sera satisfeita se:
razendo : .
w = I COS P9 (2.50)
as derivadas abaixa
9 u 8 uV n—  = I C O 3 na ---- ,
3r 3r
.2 3^u3 u V n-- 2 =  ^ -- 2~ ’3r^ 3r^
3 ^ u v / 2  \
3s
introduzidas em (2.49), com (2.5o), fornecem
^2 1  ^ . 2  3 u 1 3ui 1 nn n / +
com solução:
“n = * 4 a  * =4a « n í ^ ^ ) '
(2.52)
Es c re vendo-se as funções de Bessel em termos das furi 
çoes de Kelvin, para o caso a ser analisado (momento fletor F1
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aplicado no bocal rigido), n = 1 ira satisfazer (2.51).
Utilizando as formulas de recorrência para as funções 
de Kelvin apres e n t a d a s  no Apêndice A, a solução geral de ('2.29) 
sera a soma da solução (2.52), modificada conforme descrito a c i ­
ma, 0 da solui'ao de (2.32), qus e:
u = bGr'(r.) bei'(s) + C-. kar'(s) + C,, k e i’(s) ^
c o  S 0 (2.53)
Como (2.29) e (2.3G) têm a mesma forma, de maneira si^  
milar pods-se concluir da solução da segunda destas expressões 
para o caso sem simetria axial, que e:
Cy b e r’(s) + Cg bei'(s) + Cg ker*(s) + C^^ kei'(s) +
•12a COS 0 (2.54)
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3 BOCAL RIGIDO CARREGADO AXIALHENTE
3.1 I n t r o d u ç ã o
Com uma c a r g a  P a p l i c a d a  a x i a l m e n t e  ao bocal cilindri_ 
co rigido, o caso am a n a l i s e  r e d u z - s e  a um p r o b l e m a  a x i s s i m e t r i -  
co e as s o l u ç õ e s  a s s r e m  c o n s i d e r a d a s  (F e u) sao as a p r e s e n t a  - 
das p e l a s  e x p r e s s õ e s  (2.41) e (2.48).
As e q u a ç õ e s  (2.17) a (2.13) e (2.23) a (2.25) f i c a m  
r e d u z i d a s  às d e r i v a d a s  com r e l a ç ã o  a r, .pois as c o .t, r e l a ç ã o  a 9
* «wdesaparece.^, por ser o caso a x i s s i m e  trico, e sao r e e s c r i t a s  abaj^ 
xo;
N.
d^r
dr'
(3.1)
N.
1 dP 
r dr
(3.2)
N re = 0 (3.3)
ro. = - D
d u  V du 
dr^ r dr
(3.4)
1 du
r dr
,2□ u
+ V ■
dr'
(3.5)
(3.5)
( '
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Fig.3.1
3,2 Determ i n a ç ã o  das constantes
Analisando a fig,3,l pode-se perceber que a deflexão 
para grandes valores de r e reduzida a zero. Então, para que
(2,41) represente o deslocamento radial u e necessário que as 
funções ber(s) e bei(sj, que aumentam seus valores com o a u m e n ­
to da variavel r (s = t/l), não apareçam nesta expressão. C o n ­
segue-se isto fazendo C^ = C2 = 0* Feita uma analise nas e q u a ­
ções (3,1) a (3.5) e (2,41) e (2,48), conclui-se que as constari 
tes Cg e C^ ji são sem efeito, Lembrando ainda que Cg = 0, pode- 
se reescrever as equações (2,41) e (2,48) na forma;
u = C^ ker(s) + C^ kei(s) (3.7)
F =
E
12(1- v 2)] 1/2 C^ l<ei(s) - C^ ker(s) + C ^2 ^
(3.8)
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0 problema fica agora reduzido a determinaçao das 
constantes e ^ 1 2 ' ° ^ conseguido através das c o n d i ­
ções impostas pelo modelo analisado.
Para a de terminaçao de C -,2 pode-se notar que, para 
valores  grandes de r, onde as funçÕes ker(s) e kei(s) são pequ£ 
nas, a força de membrana N_ sustenta toda a carna P e desta fo_r 
ma ;
P R
2 7T r cj) 2 TT 9 »
que igualada a fcrça -s membrana fornecida pela substituição 
de (3.8) em (3.2),
1 dF 1 d
r dr r dr 1 2 (l-v^)l
In s
r^ ■[ 1 2 ( 1-v') 1
fornece a constante
P R [l2(l -
'12 2 tt e h'
(3.9)
As duas constantes restantes e podem ser dete£ 
minadas através de duas condições, que devem ser p r een chidas pa 
ra r = r^ (quando s = u), que e considerado um ponto de engaste 
da casca esferica, ficando livre apenas um movimento na direção 
do eixo vertical mostrado na f i g . 3 . 1. Assim:
du
dr
= 0 (3.10)
N - vN^ 
e. = -2------ £ = 08 E h
(3.11)
Lembrando que s = r^/£ (= u), (3.1,0) e (3.7) f o r n e ­
cem ;
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dr
du
í' ds Z
1 dw 1
C 3 ker'(s) + kei»(s) = 0
p o r t a n t o :
k e r ' (u ) 
k a i '(u )
3.12)
De (3.1), (3.2) e (3,8), e levando em consideração as 
'elações (2.45) e (2.47), obtsm-se:
N
u £“ [l2 (l-v''-)]
kai ' (u) "12
F h'
N
k e i ’ ( u ) 
C3(ksr(u) --------- ) +
u
k e r’(u) C,- 
C^(kei(u) + ---------  ) ----
u u
que substituídas na condição (3,11), junto com (3,12) e (3,9), 
fornecem:
^3 = -
r(l + v) l^i(l-v^)] R kei» (u)
E h  TT u
k e i’(u)ker(u) -
- ksr'(u)kei(u) - (l*v) kei*^(u) + ker'^(u) - 1 (3,13)
Os momentos meridional (i^  ) e circunferenci al (|^1 )r 0
são fornecidos pelas equaçÕes (3,4) e (3,5), respectivamente, 
com (3,7),
Com as derivadas
du 1 du 1
dr í, ds £
C^ k e r * (s) + C. k e i '(s)
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d u 1 d du
— 2 " T  —   ^ ^dr 2, ds ds T5,
ker'(s) 
C 3 (-kei(s) - --------- )
k e i’(s)
■''J
a rigidaz de flexão 0 = (E h )/12(l-v~) e as equações (3.4) e 
(3,5), ob tem-se
-c. h'
r. p Tõ
k e r’(s)
C3(k9i(s) + ---------(1 - V  )) -
kei'(s)
- C ^ ( k e r ( s ) ----------- (1 - v  )) (3.14)
R [i 2 ( 1 - v ") T/2
( 1- v )
kei(s) - ker'(s)------ ) -
(1-v)
- C^(kei'(s)------  +v kar(s)) (3.15)
De forma similar, as forças de membrana meridional 
(N ) e cir cunferencial (N ) são dadas pelas equações (3.2) e 
(3,1), respectivamente, depois de serem substituidos os valores 
das derivadas abaixo, naquelas duas expressões.
dF 1 dF 1
dr .1 ds I [l2 (l-v^)
kei'(s) - ker'(s) + •12
d^F 1 d dF
— 7~ T  — ^ ^dr £ ds ds [l2 (l-v“) T/2
k e i '(s) 
:3 ( k e r ( s ) ----------- )
ker»(s) C,^ 
+ C^(kei(s) + --------- ) ----^
Eh
R
Assim, tem-se;
k e i '(s)
C2 (ksr( s)---------- ) + C^(kei( s) (3,15)
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E h
R s
C-,kei'(s) - C > k e r’(s) + ’12 (3.17)
"nt.âo, o conjunto de equações (3.7) e (3.14) a (3.17) 
co:-n as constantes dadas pelas equações (3.9), (3.12) b  (3.13) 
constitui u.-Tia solução para o problema de cascas esfericas finas 
J"; pequena curvatura, com carga aplicada em u.Ti bocal rigido r^ídi- 
al cilíndrico.
G programa computacional PACE, apresentado no Apendice
3 foi codificado a partir da formulaçao analítica desenvolvida 
acima e seus resultados sao apr esentados no Capitulo 9.
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4 riOHENTO FLETOR ATUAMDO NO BOCAL RIGIDO
4.1 Introdução
Da mes-Tia forma como foi suposto para o caso a n t e r i o r ­
mente estudada, aqui tambem, para grandes valores de r, os deslo­
camentos radiais na casca esfericas sao nulos. Portanto, nora que
(2.53) reprssen-e estes deslocamentos, faz-se; C-, = C-, = C[- - 0.
Introduzindo-se as equações (2.53) e (2.54), com C, = 
C2 = Cg = G, em (2.35), onde o Laplaciano em coordenadas polares, 
com r = s e
1 3 ^  1 3  1 3 ^7V“ =
3s s £“ 3s s £“
obtém-se, depois de igualar as constantes que a p a rec em m u l t i p l i c a ^  
do as funções de Kelvin e suas derivadas primeiras, nos dois la­
dos do sinal de igualdade, as seguintes relações entre as constan 
tes;
C? = Ce = Cj^^g - 0 e C^2a = ^12
Com as considerações acima, as equações (2.53) e(2.54) 
são escritas como:
u = (C3 ker'(s) + kei*(s))cos 0 (4.1)
C 3kei*(s) - C^ker*(s) ♦
s -
C O S  8 (4.2)
M 23
2 r ,
F i g . 4 . 1
4.2 Determinaçao das constantes
As constantes C^, e C ^2 ser de terminadas atr£
vés das condições de contorno impostas pelo caso em análise.
Se for observado que para grandes valores de r as f u n ­
ções k o r’(s) e kei'(s) diminuem consideravelmente, a expressão
(4.1) fica u = 0 e a (4.2) pode ser escrita como;
e: h'
r = '12172 cos e (4.3)
c oncluindo-se que o momento fletor externo 1*1 deve ser sustentado0
integralmente pelas forças de membrana M r |\i_ cos a , onde
0 ~ ^indica a força de membrana como u.na fun.;uo de e (fig.4.l) , 
deviüo ao tipo de solicitação na estrutura.
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Então, fazendo <t> = r/R,o momento n serã;
2^
(p N^r COS e de = - 4
R
TT/2
2
C O S  e d e  = -
fornecendo a força de membrana:
n R
TT j.
C O S  B (4.4)
Por outro lado, substituindo (4,3) em (2.18), e i g u a ­
lando este resultado com (4,4), obtem-se uma expressão para a 
constante como segue;
^12 £ TT E h
2^^l/2 J  p u  - V  jj (4.5)
Para a determinação das duas outras constante s pode-se 
usar as duas condições de contorno abaixo, para r = r^:
du
dr r=r
u
r
(4,6)
r=r
e r=r_ E ho
= 0 (4.7)
r=r
se ;
Utilizando (4,6) e (4,1), com s = u para r = tem-
2ker*(u) + ukei(u) 
2 k e i’(u) - uker(u)
(4,8)
Da condição (4,7) sabe-se que
N. = vN. (4.9)
r = ro r=r
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onde rj e M são conse guidos i ntroduzindo-se (4.2) em (2,17) e
(2.18)!
E h“ cos 8
,2 M 1/2
ker(s) k e i '(s) 
C , ( k e r ' ( s ) ---- - ----- + 2 ----=5---- )
C.(kei'(s) -
kei(s) ker'(s)
-  2-
E cos s
s£-^ - [l2(l-v^)
k e r ' ( 3 ) 
C^(kBÍ(s) + ---------  )
k e i * ( s ) 
"^(kerís) - --------- ) +
C , ,  C ^ k e i ' C s )  c ^ , k e r ' ( s ) "'12
donde sai, junto com (4.8), uma expressão para :
C 3 - -
n R
Ü TTEh'S-
(2kei'(u) - uker(u)) (1+v) [i2(l-v^) -'' ~
(1-v) 4(kei'^(u) + k8r'^(u)) + 4u ( - k e i *(u)ker(u) +
+ kei(u)ker*(u) ) + u^(ker^(u) + kei^(u)) - u k e r '(u)ker(u) *
+ kei*(u)kei(u) -1 (4.10)
Os deslocamentos radiais u são dados pela equação
(4 .1 ), com as constantes C 3 e dadas por (4,8) e (4,10).
Para a obtenção dos momentos e ® cons£
derado nesta analise) deve-se introduzir (4,1) em (2,23) e
(2,24), sendo que alguns passos intermediários são apresentados 
abaixo;
9e
j  = (C^ker'is) + C ^ k e i *(s ) )(-cos 0 )
r-í’- •
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3u 1 9u 1
9r £ 3s I
9 ^  u 1 9 . 9 LJ 1
9r^ V' 9s 9 s"' P,“^
k e r’(s) kei'(s) 
C 3 (-kei(s) ----------- ) ♦ C.(ker(s) ------------) COS 8
C^(-k9Í»(s) -K
kei(s) k e r * (s)
ksr(s) k s i’(3) 
------  2 -- ---- cas e
E
r [i 2(1- v ^)^ 1/2 ""3
- kei'(s) + (1-v)
:ei(s)
k e r’(s) •
s
.r'(s) + (1-v)
k e r ( s ) k e i’(s)
------- 2 ---rr---- C03 9
r h‘
[I2(l-v^) T / 2
(1-v)
kei(s) k e r’(s) 
---------- 2 ---- =----
- v k e i’(s)
•ker(s) k e i * ( s) '
(1-v) 2s s .
vker* (s) COS 8
(4.12)
As forças de rnefnbrana e (N^„ não é aqui levador Q X9
em conta) seguem das equações (2.17) e (2.18) com (4.2);
9 F 1 9F 1 E 
' *” ' “* *“
9 r í, 9s Z [l2(l-v") 1 7 2  1 '3
ker(s) -
k e i '(s)
+ C. k e i ( s )
k e r ' ( s) '12 COS 8
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2 2 d F 1 8 F  1 £ h'
— -  = - j  — -
3r^ 93^ 1 2 ( l - v ^ ) l ' ^
ker(s) 
:2(ker'(s) - -------- +
k e i’(s) kei(s) k s r’(s) C,-, 
2 — .,----) - C „ ( k e i‘( s ) -------------2 — :^----- ) . cos B
9S'-F
C^kf3i’(s) - C . k e r’(s) + “12 (-CG3 b )
E h
R s
Z^{ker{s) - !■
kei«(s)
•) + C., (kei (s) f 2'
k e r’(s )
■) -
r^7 7iî. cos 8 (4.13)
E h
L3(ker'(s) -
ker(s) kei'(s)
-------- - 2 — y— )
+ C.(kBi»(s) -
kei(s) k e r’(s)
- 2' '12 cos 8 (4.14)
Uma casca esferica fina de , pequena curvatura, cooi U;ti 
bocal cilíndrico rígido radial e um momento fletor externo H apl_i 
cado neste bocal, tem como função deslocamento a equaçao (4.1). 
Seus momentos resultantes são dados pelas expressões  (4.11) e
(4.12) e as forças de membrana, por (4.13) e (4.14), com as c o n s ­
tantes dadas pelas equações (4.5), (4.8) e (4.10).
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5 ANEL DE REFORÇO NUnA CASCA ESFERICA COn UP1A FORÇA P APLICADA 
NÜFI BOCAL RADIAL CILÍNDRICO RÍG^IDO
5.1 Introdução
No presante capitulo e sstudada a influência ds um
anel de reforço na casca esferica fina colocado, proximo ao bocal 
cilíndrico rigido.
Na ragiao de reforço, aqui denominada Região I, a cas­
ca esferica tara espessura h* e contorno externo r>^ , e a região 
sem reforço sera denominada Região II.
Fig. 5,1
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pSendo este caso um problema axissimetrico, as soluçoes 
das equações difere nciais que o regem são dadas pelas equações 
('2,41) e (2,40). Assim, para a região I, as funções deslocamento 
e tensao sao dadas, respectivamente, por;
i.r*- = C,b-rs^ * C ^ b e i s *  + C ^ k e r s *  + C ^ k s i s *  + + C g l n s *  (5.1)
r
r* - beis* C^bsrs* -i- C-keis* - C,kers* + C-, +
41. - 4  i
+ Cglns* (5.2)
onde :
(5.3)
Para a região II são aplicaueis as equações (3.7) e 
(3.B), para u e F desde que sejam trocadas as constantes C^, e 
Por C„, 9 C t t , respectivamente, ou seja;'11
u = Cgkers -k C^gkeis (5,4)
£ h'
Cqkeis - C^gkers + C^^lns (5.5)
as
As forças de membrana e os momentos resultantes, para 
regiões I e II, seguem das equações (3,1) a (3,6),
Mesta altura uma nova constante e introduzida e defini
da como
0. 1/2 
Z = ( “  )
I h
(5.5)
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S,2 D e t e r m i n a ç ã o  das constantes
Para o contorno externo da região de reforço o desloca 
mento radial u e diferente de zero. Portanto, deue-se adicionar 
uíTia constante a equação (2.35) [2,10 . Assim:
h E
R
Substituindo agora (5.1) e (5.2) em (5.7) conclui-ss 
que Cg deve ser zero, e, com o auxilio das equações (3.1) s(3,2), 
qus Cy pode ser desconsiderada. Estas conside rações reduzem para 
nove as constantes a serem determinadas, o que exige nove c o n d i ­
ções de contorno ou continuidade, Estas condições devem ser t i r a ­
das de uma analise do problema esquematizado na fig.5.1, donde p£ 
de-se concluir, por exemplo, que se a força P for sustentada i n ­
teiramente pelas forças de membrana. C., a C^, Cg e C^p devem ser 
i gualadas a zero, e assim as equações (5.2) e (5.5) ficam r e d u z i ­
das a;
E h*'
F* = (5.8)
Z h‘
C, ,lns (5.9)
que substituidas em (3.2) fornecem:
Cii E h-
■ r2 12(l-v^)^ 1/2
(5.10)
N* =
E
(5.11)
A solução de membrana e uma solução particular das 
equações diferenciais. A solução que considera a rigi -
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dez de flexSo da casca, e uma solução da equação homogênea, que 
não envolve carregamento s externos, desde que na solução conpl£ 
ta, a carga P seja sustentada inteiramente pelas forças de mem-
brana N na sóluç.ao ds m e m b r a n a  r 2 . Isto posto, deve-; r a zer
cum que as f o r ç a s  de f^embrana ssjarri i g u a i s  as r s l a ç o e s :
r.í-x-''r 2-ítt sentt) 2n r:
(5,12)
donda saem as c o n s t a n t e s  Cq e C.,^:
3(1- v 2 m V 2 P R
TT E  h * ‘
(5.13)
■11
[ 3 ( l - v M P R
TT E h'
(5.14)
A d eterminação das demais sete constantes e feita 
atreves da utilização de sete condições de contorno especif ica - 
das para os bordos da região I.
Pode-se notar que para r = r^, curva de junção da ca^ 
ca esferica com o bocal rigido, a inclinação do meridiano e a d£ 
formação especifica na direção circunferencial devem ser iguais 
a zero, pois esta zona representa um engaste na casca. Desta far_ 
ma ;
du^
dr
= 0 (5.15.a)
r=r
e *B r=r
M* - vN* 
E h*
= 0 (5.15.b)
(\la passagem da região I para a região II, para que ha 
ja con''.inuidade de tensc-s e deslocamentos, algumas condiçoas ds 
continuidade devem ser preenchidas. D e s l o c a m e n t o s  radiais, incl_i
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nações do meridiano, momentos fletores meridionais, forças cisa­
lhantes t ransversais e deformações e specificas circunferenciais, 
para r = r*, devem obedece r às seguintes relações de igualdade;
(5.15.C)
du*
dr r = r^
du
dr r=r'
( 5 . 1 5 . d)
p,]* r.r- = '^r rtrr*
r=r*
(5.15.y)
(5.15.f)
" b - 
E h* r=r* E h r=r^
(5.15.g)
Lembrando que Cg = 0 e fazendo para r = r^, s = u =
3 equação (5,1) com a condição (5,15,a) fornece:
C^ber*u + C2 bei*u + C2k s r’u + C ^ k e i’u = 0 (5,16)
Da condição (5,15,b), tem-se:
N* = vN*
onde as forças de membrana são conseguidas introduzindo-s e (5,2) 
em (3 ,1 ) e (3,2), e com o auxilio de (2,44) a (2,47) vem;
dF* 1 dF* 1 E h*
dr £* ds* £* [12( 1-v^)]
C^bei's* - C 2ber*s* +
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d F* 1 d dF* 1 
•( ----) =
E h
dr^ ds*^ ds*^ [l2(l-v^)]
C,(bers* -
b s i ' s * b s r 's*
-) + Co (beis* +
C*
■) + C^Ckers^ - ------ —)
+ C.(keis*
k ^ r’3* O
■J -
obtendcD-se :
o e i’u b9r*u 
C^íberu - (1+v )------ ) + C2(bsi!j + (l+v)-------) + C3(keru -
k s i ' u K e r’ 'j
- (1+v)------ ) + ,C.(kaiu + (i + v)-
u V  -
= 0 (5.17)
u
As condições (5.15.c) e ( 5 . 1 5 . d) com (5.1) e (5.4), fa- 
zendo-se m> = r*/z* e n = r*/£, farnecsm diretamente;
Cj^barm + C 2bsifi’ + C^karm + C^keim + C^ - Cgkern - C^„kein = 0
(5.1S)
C ^ b e r’m + C2 b 2 i'm + C 2ker'm + C^kai»m - Z'
com Z dada por (5.6).
Cgker'n + C^gkei*n
(5.19)
A igualdade imposta pela condição (5.15.e) pode ser fp:_i 
ta comparando-se a equação (3.14), tendo C^ e C^ trocados por Cg e 
Cio ^^spectivamente, com a equaçao apresentada abaixo, que e c ons£ 
guida pela substituição de (5.1), sendo C^ = 0, em (2.4);
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D*
r=r*
+ C-
b e r 'm ■ b e i’m •
beim + (l-v)------ - 4 berm - (l-v)------ +m
ker* m ‘ k e i 'm ■
keim -i- ( 1-v)------ ' ^4 'r;erm - (1-v)------ >m rTi .
que con D* - 
expressão;
E h*^/ 1 2 ( l - v“) e £* dado por (5.3) fornsce
bsr'm- b 8 i * m • ■
i- b e i m 4- (l-v )------ / car,TI - (1 v) " C 3m j m j
- e 1 ;~
■d-v)
k e i’m • k e r’n •
- Kerm - (1-v) kein -s- (1-v)------
" L m , n
'10 kern - (1-v)- = 0 (S.2D)
Com as e quações (2.27), (5.1) e (5,4) e levando 
deração as relações (2,44) a (2,47), obtem-se;
em consi-
- C g k e i’s + C^Qker's
D*
1* -
£
- C i b e i’s*+ C2ber's* - C^kei's* + C^ker's*
que substituidas na condição (5.15,f) fcrnecem;
-Cibei'm + C2 ber*m - C ^ k e i’m + C ^ k e r’
- Cj^Qker'n = 0 (5,21)
+ Cgkei'n -
T r o c a n d o - s e  C^, C^ e 0^2 Cq, C^^ e C^^, as equa-
rões (3.16) e (3.17) representam as forças de membrana para a r e ­
gião II. Para a região I, estas expressões são obtidas pela subs-
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tituição de (5.2) sm (3.1) e (3.2), e são:
12(l-v'')]2>i 1/2
C ^ b s i’s* - Caber's* + C ^ k e i’s*
- C.kcr’G*
T-*
1
=ä
î- Caibei S* +
[l2(l-v'Ó
bsr's*
ÏT -
bei' s
C-,(bers* - ------- ) +
k e i 's*
-) + C^(kers* - --------) + C.(keis*
ksr's*
Substituindo-se estas equações na condição (5.15.g),
vem ;
berm - (1+v)-
bei ' m
m
beim +■ ( 1+v)-
ber ' m
m
+ C3 ksrm -
- ( U v ) -
k e i •m 1
m
k e r’m ■ ( U V )
keim (l+v)------
m Cg 2 " ^9m
kern -
- ( U v ) -
kei * n
n
- C 10 Ksin + (1+v)-
ker ' n
n
(l.v)
C,,— õ—  = 0'T1 2 n
(5.22)
As e q u a ç õ e s '(5.15) a (5.22) formam uma sistema de sete 
equações a sete incognitas, cuja solução determina as constantes 
a Cg» Cg e sendo que Cg e C ^  são dadas por (5.13) e
(5,14), respectivamente.
0 sistema linear a ser resolvido e: A X = Y, onde
matriz A s:
b e r’ u bei * u k e r’ u k s i ' u 0
1 + V  1 + V l i V  1 + V
b e r u - b e i ' u ---- beiu + b e r‘u---- k e r u - k e i ' u---  k e i u + k e r’u---- Q
u u U ij
berm beim kerm k e i rri knrn - k e i n
A = ber * m b e i ' m ker'm k 9 i * m
1 '9 7“- ••ker' n -Z^'^^kei' n
Z (beim+ -Z (berm- Z (keirn+ -Z (ksrm-- kern-
1 - v  1-v 1 - v  1 - v  1-v 1-v
+ b e r’m----) -bei'm---- ) + ker' m--) -kei'm--- ) 0  • » ■ k e r ' n -------- -kei'n----
m m m m n n
-Z^^^bei'm Z^^^'^ber'm -Z^''^^kei'm Z^''^^ker • rn 0 - k e r 'n
1+-V 1 + V  1 + V  1 !-v" l i V  1 + V
berm-be i '  m --------------  b e i m + b e r ' m --------------- kerm-k e i ' m ---------------ksim +  k c - r  * r n ------------------------  i j  - ! ; ■ o r  : i  i - k  ?  i * t ' i ---------------kein-kßr'n- ------------------
m m m m n :n
COcr>
o vetor soluçao X e;
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X = C 5 Cg C^Q
e o v s t o r  c o n s t a n t e  Y e:
up) 0 G
1+v i+v
0 ( 2' ^3 ~ 2
I n v e r t e n d o - s 8  2 m a t r i z  A e m u l t i p l i c a n d o  a sua i n v e r s a  
pelo v e t o r  c o n s t a n t e s ,  o b t e m - s e  o v e t o r  solução:
X = A~^ Y
Os deslocament os radiais na casca esferica para as re­
giões I e II são dados, respectivamente, pelas equações ( 5 .1),com 
Cg = 0, e (5.4).
Para a região I (região de reforço) os momentos meridj^ 
onal (n*) e circunferenci al (H|) seguem das expressões:
n* = D*
dr' r dr
n* = D* 0
1 du*
. r dr
+ V
d^u*
dr'
e tendo as seguintes d erivadas de u* (equação (5.1)):
du* 1 du*
dr í,* ds* £
C ^ b e r’s* + C2 bei*s* + C^ker's* + C^kei's*
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1 1
? ~ 7 7 ~ 7 dr^ ds*
ber's* 
C,(-beis* - ------ - ) +
-r Co ( bers-- '
b e i ' s *  k e r ’s* kí2i ’s* 
-------- ) - C,^(kBÍs* + --------  ) + C^ , (k e r s *  + ---- —^~
obtem-S8 q s seguintes equações Tinais;
h*2 ( '--V )
beis* + ------ber's*
- C,
(l-v) (l-v)
bers* - ------ boi's^' + C^ keis* + ------ k e r’3*
3* s*
- C,
(1 _v)icers* - ------ k e i’s* (5.23)
E h*'
\J2
(l-v)
b e i s * - ------ b 9 r ' s '
-  C,
(l-v)
bers* + ------ b e i’s*
s*
+ C,
(l-v)
keis* - ------ker's*
-  C,
(l-v)
ksrs* + ------ kei's*
s*
(5.24)
As forças de membrana seguem das equações;
1 d f*
r dr
d^F*
:9
que com a introdução da equaçao (5.2) fornecem as e xpressões f i ­
nais;
^lbei's* - C2 b a r’s* + C2 kei's* - C ^ k e r’s* +
(5.25)
b e i * s *  b e r ’s* 
:.,(b9r3* - --------) C.^(beis* + -------- ) +
s*
-}• CT.(!<8rs*
k e i ' 3* k a r ' s *  
-------- ) + C . ( k s i s *  + -------- ) (5.26)
Para a região II ( r > r * )  as express ões para a determina 
ção dos monentos resultantes e das forças de membrana são as m e s ­
mas a p r esentad as no capitulo III, equações (3.14) a (3.17), desde 
que C^, e C^2 sejam trocadas por Cg, C^^ e C ^ ,  respe ctivamente
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6 ANEL DE REFORÇO CASCA ESFERICA COH Uf1 nonENTO EXTERNO 1*1
APLICADO rjun BOCAL RIGIDO CILÍNDRICO RADIAL
6.1 I n t r o d u ç ã o
N e s t e  c a p i t u l a  e r e a l i z a d a  a s o l u ç a o  a n a l i t i c a . d s  uma 
c a s c a  e s f e r i c a  fina, c o n s i d ß r a ndo um anel da re f o r ç o ,  de e s o e s s u -  
ra c o n s t a n t e s ,  p r o x i m o  a r e g i a o  o n a e  e x i s t e  um b o c a l  r a d i a l  rigi- 
do, c o n f o r m e  a f i g . 5 . 1 .
T x n
Fig.B.l
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Um momento externo PI e aplicado no bocal rigido e d e s ­
ta forma o problema e atacado como um caso sem simetria axial de 
carregamento. Nao existindo carregamento na superfície da casca 
esferica, as equaçoas diferenciais que regem o problema sco homo- 
gep.oas e os efeitos do ma:TiGnto externo sao c onaideradcs na s o l u ­
ção através das condições de contorno.
r,'3 s o l u ç o e s  g e r a i s  para a r a g i a o  de reforço-r-^nião I , 
n aste caso, são d a d a s  p e las e q u a r õ e s  (2.5.1) e (2.5í) co;r! 3 •- s
- . G d e s l o c a m e n t o  r a d i a l  e dado pór;
C T b e r’s''- + C^bei's* -t- CT.ker's*- + C^kai's'^ +
cose (6 .1)
e a função tsnsao F* e encontrada substituindo-sa (2.54) e (6»l) 
em (2.21) com a finalidade de serem relacionadas as constantes 
das equações (2.54) e (6.1), o qus resulta em;
E
F* = 277172 C ^ b e i’s* - C2 ber»s* + C^kei's* - C ^ k e r’s*+
+ CyS* + cose (6 .2)
on d e  9 e m e d i d o  na d i r e ç ã o  c i r c u n f e r e n c i a l .
Para a região II, as funções d eslocamento radial e tén 
sao uem das equações (4.1) e (4.2), desde que C^, C^ , e C -,2 sejam 
trocados por e C ^ ,  respectivamente, ficando
u = (Cgker'3 + C ^ ^ k e i *s)cose (6.3)
E
12( l-v^ )l
|kei' s - C^j^ker' s + M l :as0 (6.4)
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6.2 D e t e r m i n a ç ã o  das constantes
r,'o caso axissirr.etrico apresentado a-iterioimen te o c o r ­
ria um doslocarnento nos extremos da região de rof'jr~o, quo foi 
considerado fazendo-se f G. Tilo presente caso ta.Tibern ocorrerr; 
desloca.T-entos no contorno da região de reforço, adotando-se da 
i-iiesf^ a for.Tia f/ 0.
Para a determinaçao das constantes C., a devem ser
selecionados c ondições de contorno ou continuidade que r e p r e s e n ­
tem matematica mente o problema.
De forma analoga a que foi feita no caso ax issimétri-
0 «Sfco apresentado no capitulo anterior, considerando a soluçao de 
membrana, Cq e C,^seguem diretamente da condição da que a carga 
externa s totalmente sustentada pelas forças de membrana N^, We_s 
ta situação, e devem ser nulos e para que isto ocorra, 
a C^, Cp e C^Q devem ser iguais a zero e (5.2) reduz-se- a:
E h*'
F* =
[1 2(1-V 2 ) jT 7 2 C„s* + —  ' s* cose (6.5)
As forças de membrana N* e Ní são dadas pelas equa-
3
ções (2.17) e (2.18), donde pode-se concluir, junto com (5.5),
que a constante arbitraria C^ pode ser igualada a zero. Assim,
N* é dada po ?:
s*
E h* cose 
12(l-v2)] 1/2 -2-
que igualada a (4.4) fornece:
n R [3(1- v^)]
E h* £
(6.6)
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Oa mesma forma como foi feito acima, com Cg 
na equação (6.4), vem de (2.18), sendo
- E h  COS9 2 T
f.
que igualada a (4.4) fornece;
1/2
M l
IT E
(6.7)
Com estas conside raçoes ficam esp sci f i ç a d a s  as c o n s ­
tantes C„ e C, '. Para a det;rminacao das demais sete constan-8 xl
tas, C., a C^, Cg e C,q , considerando agora a rigidez a flexão , 
sete condições de contorno ou continuidade devem ser e s t a b e l e c i ­
das.
Para r = r^ a inclinaçao do meridiano e a deformação 
especifica c ircunf erencial devem ser dadas por;
8r r=r r r=r
(6.8.a)
r=r
= D
r=r
(6.8.b)
Cinco condições de continuidade podem ser e s t a b e l e c i ­
das na passagem da região I para a II, pois os deslocamentos  ra­
diais, inclinaçõ es do meridiano, momentos meridionais, forças de 
membrana meridionais e deformações especificas circun ferenciais 
devem ser iguais para r = r*, e sao assim expressas:
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u*
r=r* r = r*
(6 .8 .0)
3 u*
3 r r=r-'
9 u
3 r r=r*
(6.8,d)
r- r-^ r = r*
(5. 8 . a)
N*
r=r*
(6.8.f)
M* - V N* o r
r=r*
r c.6 .8 .g)
Com C^ = 0 na equaçao (6.1), a condição (6 .8 .a) forne  ^ a
ce, com 0 auxilio de (2.44) a (2.47) e desde que seja feito s* = 
= u = r^/£ - para r = r^.
C^  ^ u beiu. + 2 ber'u - C2 IU beru - 2 bei'u + ^31^ keiu +
+ 2 ker»u - C. u ker.ü - 2 kei'u = 0 (6.9)
Da condição (6 .8 .b) tira-se que N* = v N * ,  onde M* e
9 X* S
M* são co nseguidas de (2.17) e (2.18), d a s d e  que F seja trocado
por F*. R e a liza ndo-se as derivadas indicadas em (2,17) e (2,18) 
com F* dado por (6 .2 ), vem a seguinte expressão;
beru bei'u 
ber'u - ( 1+v)-----  + 2 (l+v)----—
u u
+ C, b e i’u - (1-i-v)-
beiu
- 2 ( U V ) .
ber' u keru kei'u 
ker'u - (1+v)----- + 2 (l+v)----^
u
+. C.
kaiu k e r’ u
';b í ’u - (l+v)----- _ 2(l+v)-
u u
(6.10)
u
/  -
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Igualando-se (6.1) e (6.3) para r = r* (condição 
(5,3.c)), com s* = m e s = n nesta região, vem;
C^ber*!!) + C^bei'm + C^ker'm + C^kei'm Cgm - C g k e r’n - C-ir^k e i ' n  =
= 0
A condição (G.B.d), com u* 9 u dadcs por (5.1) e (6 
^ ■- £'/ £ e coTi o a u x i l i o  das e q u a ç õ e s  (2,44) a (2.47), far; 
a exprsssac:
b e r ' m '
.u P
b e i ' m ^
r
j . ; '  T" ® ff*
r í  j .  ü i
m J ^ ^3 rn
k e i ' m
Kerm - L/2
k e r ' n'
n
- C10 kern -
kei'n
n
(6.12)
Pela substituição de (6.1) e (6.3) em (2.23) abteji-se 
n* e n^, respectivamente, e com o auxílio de (2.44) a (2.47), v e m ;
D*cosa
^r r=r*
b e i m  b e r ' m  
b e i ' m  + ( l - v ) ------ + 2 ( l - v ) ~ --- rr-
m m
b e r m  b e i ' m
b e r ' m  - ( l - v ) ------ + 2(l-v'l---- 7^
m m“
k e i m k e r ' m
- k e i ' m  + ( l - v ) — —  + 2 ( l - v ) — ~y ~
m m
kerm kei'm 
ker"fn - ( l - v ) ------ + 2 ( l - v ) ----
m m
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E h CO30 kein ker'n 
(l_v)-----  + 2(i-v)— ^
n n
-> k e i ' n •10
k e r n  kfii • n 
- ( l - v ) ------  + 2 ( l - v ) — —  + k e r ' n
n
;u's igualados (condição (5.3.e)), dao;
bcim b'ir’m' b r  m
1 -bei’m V (1-v) 2(l-v) , + Co o e r’m - (1-^)
m  . fn *■ , TT*
b 9 i ' m
. 9/1 V 'i _ _ _  * i ~
rn’
keim k e r’m 
-kei'm  ^ (1-v)-----  + 2(l-v)----
m
k s r ’ .~ -
kerm k e i’m
- (1-v)-----  -H 2(l-v)-
m
- C.
kein k 8 r ’n 
(1-v)-----  + 2(l-v)----^  - k e i V
10
kern k e i ' n
(1-v)-----  - 2(l-v)----^  - k e r’n = 0
(5.13)
Da condição (5.8.f) com N* e ciadas por (2,18), a d o ­
tando (6.2) s (6.4) e levando em consideração (2.44) a (2.47), ch^ 
ga-se, depois de agrupar os termos em C., a C^, Cg e C^j^, a;
,3/2 b e i’m 1 ber' mi k e i’m ■. c^ ba im , o *- p^ ^3m m m
ker ’ m' k e r’n
:<BÍr7i + 2- - C,. kern - 2-
m n '1C
kein + 2- = 0
n
(6.14)
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Pela substituição de N|, N* e det erminados pelas
equações (2.17), (2.18), (6.2) e (6.4) na condição (6.8.g), apos 
alguns rearranjos conssgue-se
berm
(1..V). - ber ’ .Ti - 2( 1+ v)-
i e i ' T
n
b 3 i rn
L+v}- - b e i ' m
ber* Ti 1
m
kern -î 1
:er * m - 2 ( l> v)*
m ■'H
t- 'v-.
kei m k e r’ 
1+ v ) -----  - k e i ' m  + 2 ( l + v )— ?r- -  u. i-v).
k e i ' n
2(l.v ) - - r
n
- C,
kexn
( 1^-v)- - kei ' n + 2( 1 h v)-
n
( 1 +v ) [i2 (1 - v 2 )] 1/2^
'T- OTT n^E £ il-:'")
(6.15)
Com as equações (6.9) a (6,15) forma-se um siste.na li-
M«  ^ «Wnear de sete equaçoes a sets incógnitas, para a determinação das 
sete c onstantes a C^, Cg e .
0 sistema AX = Y e resolvido invertendo-se  a m atr iz A 
e m u ltiplican do-se a inversa pelo vetor constante, o que e feito 
em subrotinas apropriadas do programa computacional PACE a p r e s e n ­
tado no Apsndics B.
0 vetor solução e
X = Cj C3 c, C 5 Cg
a matriz A
2 b e r ' u + u b e i u  2bei ' u-ub eru 2kf3r* u+ukeiu 2 kei ’ u-ukeru 0
ber'M-
-beru'
+ 2b ei * u
1 + V
u
l + v -j 
2
u
b e i 'u-
-b oi u 
- 2 b e r 'u
1 + V
u
1 + V - 2 .u
k e r 'u-
, 1+V-keru----+u
1+ V-l+ 2 k e i ' u
u
k e i 'u-
, . 1. + V - k e i u - ~
-!<c?r' u—
u ■
0 0
b er'm bei'm k e r ' m k e i ' m m
A =
-beiiTi- ber*mm
beim-^:^ • m
-bei'm+
+ 2 b e r ' m 1-v 2 .m
berm- bei'm
m
u 1 “ '^-berm---- +m
+ber'm+
+ 2b ei ’ m—
m^
-keim- k e r ' m 
m
kexm- m
-kei'm+
+2 k e r 'm 1-v
m
ksrrn- -
m
, 1 - V .-kerm— ~  + 
m
+ ker'm+
•I 1-^1+ 2 k e i ' m
m
n
'--k e i n “ k e i ' n *
Z^/^(-ke rn +
1-v kern-ker * n-
-2kei'n
n
Z^/2(berm - 
m '
7I/2
+ 2
(beim +
b e r ' m N 
m '
(kerm
2 k e r ' m \ 
m '
Z^/^(keim +■ 
m
n -kr3rn+2- -kein-2 ker* n
n
1 + V
m
b e r m - b e r 'm- 1 + vm ■beim-bei *m+
o l  + v, , ,-2—g~bei'm 
m
+ 2 ^ ^ ~ b e r ' 
m ’
1 + V
m k e r m-ker'm-
m - 2 ^ k 9 i '
m
1 + V, .
m
ksi.7!“kei ' m+
+ 2-^--ke.r' m 
m"
0
1 i-v ,
------------ k o r n  +
n
+ k s ;c' n •'
+ 2'” "-kai'n
1+V kein +
+ kei'n -
- 2-y-ker'n 
n
45.
00
e o vetor constante
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Y =
R PT 
{ U v } — ;r-ETh^£
1 2 ( 1 - v^ ) ] V 2
375/2
TT u  Z
0
0
L/2
Eh'^£ TT n
Para a região II o deslocamento radial sera dado por 
(6.3) e os momentos r esultante s e forças de membrana pelas equa­
ções (4 ,1 1 ) a (4.14), onde as constantes C^, e C ^2 devem ser 
trocadas por Cg, C^^ e C ^ ,  ficando;
E h' keis ker's
(1-v)----- + 2(l-v)— 2—  " kei's
+ C 
E h
10
2
ker: k e i’s
-(1-v)-----  + 2(l-v)— s—  + ker* s ■ cosa ( 5 ,15)
n = 0 R [I2(l-v^)]2VTI72
-C.
keis ker's 
(l_v)-----  + 2 ( 1 - v)— ^—  + kei's
+ C 10
kers kei's 
(1-v)----- - 2(l-v)— g—  + ker's cose (6.16)
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E h
R s
kei's
kers - 2- 10
ker' s
keis + 2-
- 2- '11 cosa (5.17)
kers k e i’s"
----- . 2 - 5 -
^IC
keis ker's ^ C T ■>4- 7 - ^
■ s s îî'^
cosa i TE',I • --i
Para a região I o deslocamento radial sera dado par
(5.1), com Cg = 0. Os momentos resultantes e forças ds membraria 
vem de (2.17), (2.18), (2.23), (2.24), (6.1) e (5.2) junto cam
(2.44) a (2.47), e sao apresentados abaixo;
E h*
m  = 0
bsrs* b s i 's * •
-1 ber's* - ------  + 2-----s* s* .
n
" ^2 -bsi's* -5-
beis* ber's*
+ ------  + 2----- 7^
s* s*
+ C.
kers* 
ker's* - ------  +
kei's*!
s*'
keis* ker's*!
+ ------  + 2----- Y
s* s*^
coss (6.19)
N* =
E h*
R s* ^1
b e i 's *■
bers* - 2-
s*
ber's*
beis* + 2-
k e i 's* ker's*
+ C, kers* - 2- !< e i s * + 2-
s*
-  2- Ce' ■cosa (6,20)
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E h *‘ beis*
-bei* s* + (1-v)------  +
b e r’s*
+  2- (1-v)
S’-'
+ c.
bers*
b e r’s* - ( l - v ) ------  +
b e i 's* 
2{l-v)— ^
*r U-
K8 o T" • 3 *
* ■
,, r ? r  ' 3 *  —
k e i’
- v)------ + 2 ( 1 - v)-
s R fl2(l-v^)]
-(
U' J. •
- 2 (l-v).
ber » o*
..2
v b e i ’s*
bars*
( 1 - v ) ---------2 (l-v)
b e i’3*
-r V bar * s*
keis* k e r’s* 
• (1-v)------  - v k e i’s* - 2(l-v)----- ô~ + C.
kers* 
(1-v)------  +
+ v)ker’s* - 2(l-v)-
k a i’s*
C O S 0 (5.22)
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7 ANALISE DE UHA CASCA ES FERICA FIMA COn UHA FORÇA P APLICADA
NUn BOCAL RADIAL CILÍrJDRICO
7.1 I n t r o d u ç ã o
Nos q u a t r o  c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s  f o r a m  e s t u d a d o s  c a s o s
f » em que o b o cal era c o n s i d s r a d o  rigi d o .  No p r e s e n t e  c a p i t u l o  o bo-
cal e c o n s i d e r a d o  como ssndo uma c a s c a  c i l í n d r i c a  fina.
Fig.7. 1
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0 co mportamento  do presente caso e anèlogo ao do a p r e ­
sentado no capitulo III sendo que aparecem difere nças nas c o n d i ­
ções de condtorno para a região r = a. Desta forma, as equações
(3.7), (3.8) e (3,9) são aqui validas.
u - Cgkers -s- C/^kais
L rr- C^keis - C,.kers + C,oln.--■-J 1 il;i2(l-v'')]”''^
■12 i(l-v^)
1/ 2.
TT r
(7.3)
7.2 De term i n a ç ã o  das constantes
Com as conside rações acima, ficam para ssrem d e t e r m i ­
nadas as constante s C^ e C,j, o que pode ser. feito através de c o n ­
dições de contorno impostas para r = a (união das cascas cilíndri^ 
ca e e s f e r i c a ) .
Z facil notar que na curva de uniao, as inclinações 
dos meridianos das duas cascas devem ser iguais, da mesma forma 
como devem ser iguais as deformações espec ificas circunferencial^ 
o que e explicitado abaixo:
a a
r=a x=0 (7,4.a)
es er=a ec x=0 (7,4,b)
onde 0 indice s se refere a esfera e c, ao cilindro.
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De (7.1), vem;
a du 1
' dr r ~ a ?,
C.,ker'u C,kei'u
*
(7.5)
e da r s f o r e n c i a  6 , para Uiüa c a sca c i l í n d r i c a ,  com y ssndo 
d e s l o c a m e n t o  r a d i a l  dí? um p o nto desta, tem-ss;
a dv 2gr'1^  +
x.-^ G
ande e o rrornento meridional para x = 0, o esforço cortante 
para a mesma região e N a rigidez de flexão da casca c ilínd rica
. .3
(7.7)
sendo
3(l-v^)
2 4.2a t
(7.8)
A de terininaçao de e U^, que são solicitações da ca_s 
ca cilíndrica, fica facilitada se elas forem escritas em termos 
de P1^, e da casca esferica para r = a.
Assim tem-se, com dado por (3.14) para r = a;
n.
- E
x=o r=a R 12(1- v 2 ) W 2  1
keiu + (1-v)-
ker * u
u
-  C. ksru - (1-v)-
kei * u
(7.9)
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Fig.7.2
Analisando as figs.7,1 e 7,2, para pequanos ângulos (f), 
pode-ss escreusr:
COSíJ) = 1 -
2 R‘
sen () = — 
R
cosíj) + Qj. sen<{)
r=:a
e n t a o ;
r=a
.2
2 R^J r=a R
( 7 . 1 0 )
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Na derivação da equação diferencial para cascas finas, 
a força cisalhante s negligenciada, porem ela sera considíírada 
na equação (7.10) para qua resultados mais precisos sejam o b t i ­
dos.
Dn equação (2.27), com u sendo dado por (7.1), tciii-ss:
D
r=a í
C ^ k e i’u - C,^kar’u
da (3.2), com F dada por (7.2), tem-sa:
E h
R u
;3 !<ei’u - C^ker'u + '12 (7.12)
Introduzindo-se agora (7.11) e (7.12) em (7.10) e a 
expressão resultante com (7.9) em (7.6), vem da condição ( 7 . 4 . a) 
junto com (7.5):
2 B “N -2 6 E
C j k e r’u + C^kei'u
R [l2(l-v^)]
<eiu +
(1-v)-
ker'u 1
u
k e i 'u ■ E h
“ ^^ 4 keru - (1-'V)------ ( u n )u R u
C ^ k e i 'u
(1-n) 12
u
(7.13)
onde ;
a 4P u
n =
2 Y ^r24 (l-V^)
( 7 . 1 4 )
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e :
u = -  ,
£
a
t
h
t
(7.15)
Dv^ referenciei [5 para uma casca c i l í n d r i c a ,  te.-n-se que 
= V /  3. D e v i d o  ao tipo ds s o l i c i t a ç ã o  axi^tem t R n s n e s  de cojt) 
p r a s s ã o  na d i r e ç ã o  a xial da b o c a l  = - P/(2 Trat), que c a u s a m
uma d e f o r m a ç a o  e s p e c i f i c a  c i r c u n f e r e n c i a l ;
V
portanto, com:
V x=D
e da lei de Hooke generalizada, uem;
9C
o_____ o
x=0 2 6^N a
V p
2 TTa t e:
(7.16)
No lado da casca esferica, a deformação específica  cir
cunferencial e e dada por;33
3 3 :=a r=a
que com N dado por (3.1) e (7.2)
w r
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N
E h^
r
kei * u p
r=a ' 1 2 ( 1 - v ^ ) ] " / 2 3 u * ^4
keiu +
k e r ' u
u
Cv
e por (3.2) e (7.2)
f :  h
- ~ o - "/O
r  =  3  ü  ^ 2 (  l - v " - ) l  ^
iz
u
fornecem
as
1 k s i ' u ■ k e r ’ u ■
= — '■'3 keru - (1+v)------ " ^4 keiu -K (1 + v ) ------r=a R u u
C.o- ^ ( U v ) (7.17)
Fazendo-se (7.17) igual a (7,16) (condição (7,4.b)) , 
com (7,16) sendo dada por (7,7) a (7,12), uem;
2 6^3 N
R
;<eru -
kei * u 1
u
keiu +
k e r 'u 1
u
12
- V
u
■ kei'u
C3
u
ker*u C
- C 124 " 2u u
- 6 E 
R [l2(l-v^)''
keiu + (1-v)-
ker ’ u
u
- C, keru - (1-v)-
kei ’ u
u
V P N 6 E h  
+ ----------  + .. .
TT t E R a
(1+n) C3kei'u
C^ker'u (1-n)
Ci
u
(7,13)
De (7.13), fazendo 
12(1- '/■)] Y k e r’u - Y p ( 1+n ) î<ei ' u
t o 1L ^  1 1 2 ' 1  - v  ; 1/4 ' ^ ^  1 — .  T  *  1 1 A  V  D  i ‘ '  T 1  •  L' o  r  Í  î  Í
U
-s. t.,. -L LJ -r ï H T  1 1 X  U
- P
o b t e m-se a seguinte relaçao entre as constantes C^ . e C.O ^
59:
<eiu + (l-v)- '7 n
p 2 ( 2 Y ) ’/2 keru - (1-v)-
k e i ’ u
(7.2 q ;
A T C.7
6 (1-v^) Y P P R
T//J 7 9U- E h*-
(7.21)
A constante vem da substituição de (7,21) em (7.18)
■V, 6 (l-v^"-)(i-n)Y P
■'2 ' 12(l-v") 2
48(l-v")l ^/^(i-n)p
YP P R
(7.22)
onde ;
kei'u
A„ = keru - (l+v)------  + p'
u
keiu + ( l-v)-
ker.' u
u
ker'u
= keiu + (l+vj- - p ' ;eru - (1-V;'
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48 (l-v'-) u »  p ,1/2
1+ ri) kei ' u (7-23)
4'3(i-v ;1
(l+n)ker'u (7.24)
De acordo com os desenvolvimen tos ate aqui j e a 1 izados ,o 
deslocamento radial na casca esferica e fornecido por (7.1), e os 
rnomentos resultantes e as forças de me.fnbrana por (3.14) a (3.17), 
com as constantes C^» e 0^2 determinadas atraves das e x p r e s ­
sões (7.21), (7.22) e (7.3).
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8 ANEL DE REPORÇD NUHA CASCA ESFERICA FINA COn UHA FORÇA P 
APLICADA NUn BOCAL CILÍNDRICO RADIAL
B.l I n t r o d u ç ã o
liosta c a p i t u l o  se rao e s t u d a d o s  os e f e i t o s  de uma C 2 r g 2 
a x i a l  P, a p l i c a d a  a urna c as ca c i l i n d r i c a  fina, u n i d a  radial-.ante
3 u ;r?í c a s c a  s s f e r i c a  fi n a de p e q u e n a  c ur v a t u r a .
Cama se t r a t a  de , um caso de carregaiTianto e g e o m e t r i a  
axissÍTifitricas, a s o l u ç ã o  geral, para a c a s ca  e s f e r i c a ,  e dada 
p a la s e q u a ç õ e s  {2,àl) e (2.48).
Fig.8. 1
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A equação (2.41) para a região I (região de reforço na 
casca esferica), e idêntica à equação (5,1) para o caso analisado 
no capítulo V, e e reescrita abaixo;
M' C,bers* + C.^ bsis'-'^  + C2 Í<ers* + C^keis* + + C^lns
A funçaü tsnsao F^ ' 9 dada por (5.2)
h X-
:2(i-v )l
cu b e i s *  - Cç,bers* -s- C ^ k s i s *  - C^i<ars* +
i- C .7 + Cp l n s * (B.2)
onde s* = r/ l - , sando i* dado por (5.3).
2a para a região II serao empregadas as expressões 
(5.4) para u e (5.5) para F, ou seja;
y = Cgkers + C^gkeis (8.3)
F =
E
1 2 ( 1 - \T )1
Cokeis - C,„!<ers + C,,lns y 10 11 (8.4)
8.2 D e t e r m i n a ç ã o  das constantes
Como, para o contorno externo da região de reforço, os 
d9slcjca~entos radiais são diferentes do zero, deve-ss adicionar a 
equação diferencial (2.35) u.na constante
h E
V F* = (3.5)
•■i
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Pela substituição de (B.l) e (B.2) am (8.5) conclui-se 
que Cg deuQ ser igual a zéro, e pelas equaçoes (3.1) e (3.2) que 
Cy pode ser desconsiderada, pois desaparece nas derivações, Fic_a 
.se porta.nto c o .tj nnve conn t a n t e s  para d.s ter/ninar, C^ a C^ e Cp a 
C, , dsvendo-GFî a p l i c a r  na'jo can-diçass 03 c o n t o r n o  e/ou continui. 
dadc para d ^ f i n i - l a s .
atua somente unia carça externa axial P no b o ­
cal, toda ela ucvs sar sustsntaaa pelas forças de niembrana que 
32 dessnuolveri na casca csfcrica. Assirn, (8.2.) e (8.4) ficarn rs- 
duzidas a equaçoss idênticas a (5.3) a (5.9), que co:r as considc;
^  r.ra-,u.s3 aventadas no opitulc’ , farr.ecem as constantes:
r o • T /o
.3(l-v')] '^  p R
O
U  -y- —
(B.6)
■p R
'11 (a.?)
TTî
Analisando a f i g , 7.1 pode-se notar que na união das 
cascas cilindrica e esferica e na passagem da região I para a re­
gião II, algumas condições devem ser preenchidas para haver cont_i 
nuidade de desloca.mentos e esforços na estrutura.
Desta forma, para x = 0 na casca cilindrica e r = a na 
casca esferica, as seguintes condições devem ser obedecidas:
a
r = a
a
x = 0
(3 . 8 . a)
as r=a 9C x=0
(B.B.b)
na transição da região I para II:
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u* r = r* u r=r^ (8.0.c)
du*
dr
du
H t- r=r*
m
r*
(n,3.e)
i**r f p. p f
M *  - V e r.
E h* r=r-^
•L ” V a r
E h r=r*
(3.8.g‘^d !
Corn estas condiçoes de continuidade pode-se fornar um 
sistema linear de sete equações a sete incognitas e definir as 
c onstantes envolvidas.
,As duas condições (8,8.a) e (8.8.b) são as mesmas
(7.4.a) e (7.4.b) já apresentadas no capítulo anterior, portanto
Atem de senv o l v i m e n t o s  s e m e l h a n t e s .
Para r = a na esfera, onde s* = u = a/j^*, a inclinação 
do meridiano e dada, com Cg = 0 em (8.1), por;
a
r=a %'
C^ber'u +■ Cjbei'u + C^ker'u + C^kei'u (8 .9 )
Para x = 0 no cilindro, (7.6) e valida, com n f o r n e c i ­
da por (5.23)
- E h*'
r=a r [ 1 2 ( 1 - v ' ) ] -T T i W l  "1
l-v
beiu ♦ ----ber*u
u
- C,
l-v l-v l-v
beru - ----bei'u + C- keiu + --- ker'u keru - ----kei'u
u u u
(8 .1 0)
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e \l^  por (7.10). Na expressão (7.10) aparecem e Qj.* ® aqui 
denominada N* e é dado por (5,25) (com s* = u) e Q^, aqui denom_i 
nado Q*, e fornecido por (2.27) e (8,1);
5, ?( 1-v")
i) -»■ C^/Der’u C^(-k8Í*u) + C,,ker*
(3,11)
SubGtituÍRdo-se (3^,11) 8 (5.25) í-3m (7.10), e o resulta 
do desta substituição junto com (3.1G) em (7.6) a considerando 
ainda (3,9), a condição (8.S.a) fornece:
'b e r' u b e r 'u ■ ■ 13 8 I ’ Ur* - A-jA^bei'u r .u, i
£ Î !
+ C2
£
- A, beru - (1-v)-
b e i '
u
+ C,
ker'u
rceiu ■!-
(1-v)-
ker'u
u
kei'u k e i’u ■
- A^A2kei'u " '^ 4' ^3 keru - (1-v)------u
+ A.,A2Í<er'u = C.c
E h* 21
2 R
(8 ,1 2)
onde, com n dado por (7,14):
A^ = 1 + n (8,13)
E h*
2 B N R u
(8,14:)
E h*
B N R fl2(l-v“)T
(8,15)
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Para a utilizaçao  da condição (8 ,8 .b) e valida a e q u a ­
ção (7.16), senda g \J^  fornecidos, respectivamente, por (B.IO) 
e (7.10), junto corn (8.11) e (5.25).
A deforrraçao especifica circ unferencial para a casca e_s 
ferica em r = a e:
1 bei'u' b 5 r * u ■
8 r u - ( 1 +'-V )------ + C beiu + ( 1+v)-------
r-a R 1[ '■ u Ü
;~ru - (l^v)-
K e I * L!
C, '.ieiu + (1+ v)-
u
_ r
1 + V
■q 2u
(3.1S)
Igualando (8.16) e (7.16) (condição (B.B.b)), tam-se:
R
beru + bei'u
1 + V  A t AoR
u B a 2 a 6
1- V
bsiu + ----b e r’u
u
+ C.
beiu + ber'u
1+ V A^R
:eru - kei'u
* " a keiu + ker'u
---- +
u B a
■ 1+ V A^A^R
. u B a
1+ V / 
---- + - A2 R •
A 3 R
u 6 a
2 a B
A,i
2 a B
^3 R
2 a B
1- V
beru - ----bei ' u
u
1-v
keiu + ----ker'u
u
1-v
keru - ----kei'u
u
= C,
V p R
2 TT a h E
(8.17)
As rest antes cinco condições (B.B.c) a (8 .8 .g) são as 
mesmas analisadas no C a p i t u l o  4,, fornecem as mesmas expressões 
lá conseguidas ((5.18) a (5.22)) e são transcritas abaixo:
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C^berm > C^beira + C^kerm + C^keim + - Cgkern - Ci^kein = 0
(8 .1 0)
;r'm + C-bei*m -s- m >  C,,kGÍ*m -2. '-í
1 /2 t-/ ^ G g k e r * n  *■ k » i’n - u 
(^3.13)
' 1 ~ V 1 - v
' ^ 1
Gin + --- bBr*ín
-  4 b 0 r m — -- ' b s i * m + C,-J
•Ti j i7!
::eir
l ~ v
■ker* n'
m
1-v 1 1 - vr*
- - ——k 8 i ' m ' - Ce !<ein + --- ker*n■ n j
1,-v
^ c ksrn - -- ke i’n = 0J - ü n
(B.20)
5/2 -  C - , b e i * n i  -s- C 2 b e r ' m  -  C 2 k e i * m  +  C ^ k 9 r ' m ■t- Cgkei'n
- CiriIor'n = 0 (8.21)
1+ V 1+V 1 -i -V
berm - ----b e i’n + C beim + —— ber'm + C^ !-;erm - --- kei'rs
m L. m j •w# m
+
1+v r 1+v
'' s i m + --- k e r ' m
-  S kern - --- k e i’n ^10 iíeinm n j .
1+v
+ ----ker'n
n 'B ^2 ■ ^11 ^2 m n
( U v ) (B.22)
lembrando que
m =
r»
í,*
r* h*
n = Z =
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Com as c onstantes C^ , e C ^  ja definidas por (8,6) e
(8,7), as equaçoes (8.12) e (8,17) a (8,22) formam um sistema li- 
near de sete equaçoes a sete incognitas cuja solução define as 
constantes C, a C^ :, Cg e C-,^.
Gintatizando o sistema linsar como
Y
~nde o va tor s o I l'ç s o  e dado por
r  r  ^^3 ^4 -5r r '^ 7
o vetor constante Y por
Y =
r h*
2 R‘
— J
U v  Ao H 
— +
u 2 2 u  a h E
0
0
0
m
'11
n
(1+v)
e a matriz A por
I 1'r t11 ■ ..I. .
L
--A.^(bGr'j- -t- / U4- — ■ ■"7,1
-j- b e r • u u - b e l - / - ^ + ■4 k e r ' u'*'—^ i.
, 1 - VI
u ^ u J ‘ : J J
- A^A^bai'u + AjA2b^r*u - A-jAjksi'u t- A,A,l:nr’u
•*
b c r u + b e i ' u
1+V
b e i u + b e r ' u
r 1; V_  J. k e r u - k e i 'u
' i V— 4- 'leiu r ' u ■ , V------- 4u Li u 1 J
A^A^R A,R A^jApF? A^R A^A^R A^R A P r,A T /•» i» - r\ .R
ß a J ' 2 ßa ß a J 2 ß3  ^ ß a J ‘ 2 ßa • X li \ ß a J '2ß2
+• b e r ' u 1-v
“
- b 0 1 ' u --- 1- V"+ k e r ' u --- • keru-k' i * >j-„Vll
. u - U - . !.j J
0 0
n
A =
/ r
berm
ber'm
heim +
1-v+ ber'm- m
/2
*• Z  b e i  * m
- Z‘'7
beim 
bei'm 
berm -
kerm 
ker'm 
keim +
knirr
? r-Z (!;er:n -
- ■' i-ein +
•“ I-' •? r n -
-kein
-Z^'^^kei' n
kern -
1 u •. 1"^"- b e i ' m----m
1 _ v+ k s r ' —m
1 -- 1< e i ' —;n
0
1 !+ k ;j r ' n---n .
1 - V-kei'n----n .
Z^'^^be r ' m .,3/2, .  .- Z k e 1 ' ID
-J fj
l "‘ “ker' m n k e i ' n - k e r 'n
- :< e 1 n +
u • t 1+V e r m - b e i ' m---- , . , , 1+V i; e 1 m t b e r ' tn---- ' I . , 1 ■: V ■K e r m - k e I ' m---- i-iXiri-i-k 'T ' r.---- 0 , .. 1+vl . 1 + V 1m m ill . “ IcDi'n--- + k e r 'n----• n n
cn
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o vstor solução e do t e r m i n a d o , como ja foi comentado nos Capítu 
los 4 e 5 , por
A-*Y = X ,
r.'ra a r eg i ã o  I, o dsslocatTienta ra:Jial o dado par
/ n 1 \ r i à i o n a l  s c Í T c w H f 9 r 0 H c Í 3 1 por (5.23) e-i \ ^! > C 3 no ;ontas rn
2ó) G 0 s f o r ç a s Q
25) o ! \5.25) re sp
Para a r a g i a o  II, c di3slocamento r a d i a l  e dado por
(6.3), e as dsrnais u a r i a u e i s  .TiGncionadas a c im a p e la s e q u a ç õ e s
( 3. i'i'i ) a (3.17), d es de  que C,, s C, ^  se ia.>7) t r o c a d a s  por , C., p
«■s
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9 RESULTADOS E CONCLUSÕES
9.1 Comparaçao da teoria
Corr, o intuito de verificar a acaitabilida ds dos rssul- 
tados fornecidos pela solução analitica proposta, forarr! feitas 
compara çoes o c .ti outro metodo de solução. Dois prograrr.as ds d i f e ­
renças finitas serviram para este proposito. (CCRTEF! a CDRICRDE), 
cujos resultados sao apresentados neste item.
Como a solução proposta tern uma metodologia semelhante 
para a analise de todos os casos estudados, três destes modelos 
fcram submetidos a comparação, conforme pode ser visto nas T a b e ­
las aqui apresentadas.
f','03 modelas usados como comparação, o ângulo fci
tomado igual a 90®, para que o efeito do engaste considerado nes 
te ponto (ver F i g . 9.1) não influisse na região de análise.
G modelo (base de comparação) apresentada nas Tabel as
9.1 a 9.3 foi simulado conforme mostra a F i g . 9,2, sendo os seus 
resultad os convertidos para o caso original.
Uma outra verificação realizada, foi a de comparar os 
resultados obtidas com os diversos modelos, para canos par ti cuia 
res. Tomando-se a solução apresentad a no Capitulo 8 . a f a z e n d £  
se a espessura do reforço igual a espessura da ca;;ca esfarica 
(região II), o programa PACE forneceu os mesmos resultados o b t i ­
dos com a codificação do modelo apresentado no Capitulo 7 . Cu- 
tra verifi caçao tambem realizada foi tomar o modulo de e l a s t i c i ­
dade do material do bocal cilindrico (Capitulo 8 ) bastante 
elevado, o que simulou os modelos apresentados nos Qí^pitulos 3 
(fazendo-se h* = h) e IV (com h* >  h).
Cumpre-se tambem ressaltar que foram testados modelos 
para todos os casos analisados, e forneceram os mesmos r e s u l t a ­
dos apres entados por Bijlaard [l,2,3J,
As T a belas a seguir mostram as comparações efetuadas , 
deixando ver o grau de precisão do rnetodo de solução adotado.
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Para se localizar uti ponto na esfera, o sistema de coo£ 
denadas apresentado na F i g . 9.1 deve ser utilizado, onde s = r / £ , 
para o caso sem reforço, e s* = r/£*, para o caso con raforço. 
Porém, le.nbrando que, com £* dado por (5.3).
1/4-
h 1 / 2
-1
e qi:e o r'-sterial da casca foi considerado co~ 0 = 0,3, usm :
s* = 1,3178 _
R \J h*
orde, quando nHo existe anel de reforgo, pode-se t m a r  h* - h , 
farnecando, então, s.
Para o pri~siro ponto (intersecção do bocal com a c a s ­
ca esferica), s = u, Cs denais pontos pode~i ser lo:a].izados cnn- 
forrre descrito acima.
-Considerando que, para todos os casos analisados neste 
iterTi e no proxi mo, o raio externo do anel de reforço foi tomadc 
igijal ao dobro do raio do bocal, então para s* = 2u tem-se a 
passagem da região de reforço para a rsgiSo sen reforço. P o r t a n ­
to, para valores da s* maiores que 2u, localizam-se pontos n e s ­
ta segunda região.
As diferenças percentuais apr esentadas nas T a b elas 9.1
a 9.18 são precedidas de um sinal negativo, quando a base de com
paraçao apresGr;ta valores maiores que o modelo coirsparado. Em c a ­
so contrario, a diferença e considerada positiva.
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duu = u = —  = 0 dr
N,
r**’-“- ' '*5
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TABiLA 9.1 - Desloc a m e n t o  radial na esferi
p C r ^  I
i
5
Soluçao Analítica 
(PACE)
Solução Mumerica 
(CCRTER)
Diferença
percentual
0,i0 0 G , 1793 Q , 1777 G,9G
0,593 0,9458 10’^ 0,7523 10'^ 25,64
0,824 0,4731 1G'1 0,3318 10“* 23,91
1,133 0,1518 1G'^ 0,1309 IG"^ 15,-7
1,769 0,1039 10"^ 0,7930 1 0 ’^ 31,02
2,612 0,1471 lO"-^ ' 0,1143 10~^ 28,29
3,24 7 0,1126 10'^ 0,8824 lO"^ 27,61
3,4 5C C,1324 IG"' 0,771B 1g "2 1 1 , -
T ABELA 9.2 - r",omento meridional
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u
£
Solução Analitica 
(PACE)
Solução Numsrica 
(CORTERDE)
Di f e rença
percentual
C M  0 0 - 0 , 1 557 5,32
0,505 -0,1658 -0,1558 6,42
G,611
0,695
-0,1639
-0,1620
-0,1535
-0,1513
5,71
7,07
0 , 8 0 0 -0,1589 -0,1478 7,51
1,251 - 0 , 1 2 2 2 -0,1138 7,38
2,145
9 0 77
-  , ■ I í
-0,3368 10 -1
- 0 , 5 3 1 8  10 -2
-0,3053 10
•0,9480 10
-1
I 2'
2 5,70
, 9 0  n  O
TABELA 9.4 - De slo c a m e n t o  radial na esfera
T A E l LA 9.5 - riomento meridional H
i 'p
P / h •
s Solução Analítica 
(PACE)
Solução Mumerica 
(CDRTERDE)
Difersnça 
percentual
C ,400 - 0 , 1 4 8 9 - Q , 7 2 3 9 - 3 3 , 5 0
C,505 - 0 , 1 2 9 2 - 0 , 1 9 5 8 - 3 4 , 0 1
0 , 6 1 1 - 0 , 1 1 8 4 - 0 , 1 8 0 2 - 3 4 , 3 0
o,6::’5 - 0 , 1 1 2 9 - 0 , 1 7 2 0 - 3 4 , 3 6
0 , 8 0 0 - 0 , 1 0  74 - 0 , 1 6 4 5 - 3 4 , 7 1
. 1,2 5 1 - 0 , 8 5 8 1  1 0 ' ^ - 0 , 7 2 4 7  1 0 ' ^ 18,41
2 , 1 4 5 - 0 , 5 3 3 9  1 0 " ^ - 0 , 4 5 2 2  1 0 ' ^ 1 5 , 5 1
2,8 77 - 0 , 3 4 1 5  1 0 “'- - 0 , 2 : 5 8  io~'- .15,45
T A B l LA 9,6 - Força de membrana meridional
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1
r<i R ____ 1
i
p
s
S o l u ç ã o  A n a l i t i c a  
(PACE)
S o l u ç ã o  Nu^Tisrica 
( C O R T E R j l )
D i f e r e n ç a
p e r c o n t u a l
G,40C n T '70 n 1 n'~~vj J VJ • ^  -i. Cj C,5183 10~- ■ - 2 5 , 3G
0 , 72 4 0,1396 10"^ 0,1815 10“^
1,048 -C,5340 10"^ - 0 , 2 3 5 4  lo"" 35,45
1,371 -0,1555 10"^ -0,1412 10"* 17,23
1,695 -0,2135 1 0 “^ -0,1919 10"^ 11,31
2,341 -0,2098 10"^ -0,1965 10"^ 6,77
2,9 37 -0,154 3 10"^ -0,1472 10"^ /, 0 9 ■*>'-“
3,631 - C , T 4 2 7  10'^ n 1 *7 n n T n *- “ U j í- Lj -■ n 'T "7- r '
TABELA 9,8 - floniento meridional
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P / h
3
•Kf *Solu-Ç2Q A n a l i t i c a
(p a ,:e )
3olu;.ao M u m e r i c a  
( C C R T E R D E )
D i f e r e n ç a  
p o r c e n t u a’
C • - •» —> 1 0 "' r-, ■! T "• Lj f i, J» 'O vl — 4 5 , 5 0
7 2 -0 ; 1 5 C 4 -0 ,1 14  7 " 7
1,043 - C , 1 5 2 3 T Q- U ,
1 '7 'Tf -J : -1. - 3 , 1 3 0 5 - u , 1 2 G0 -Lxj ^ L.-U
1, 5 ' • 5 - C, 1 2 1 6 p ' 7 -'1— Ijf J. .. ■-! n ' T
2 ,3 41 ~G,'3541 I G’- -C , 3 4 2 5  1C~^ ’ 3 5
2,9 37 - Ü , S 3 9 1  in~^ - D , 5130 10~- ■4 2 5
, —■ - -C, 11-31 1 0 “" -0,--i355 10"' - 7 3  57
TAGZLA 9.9 - Força de mambrana maridional
De-acnrdo com uma análise d ia S T 3 D elas 9.1 a 9.9 pa- 
de-se c - n d u i r  qua, de fnrna garai, os rasultadns não são ple- 
namante s a t i s f a t o r i o s .
Estas diferenças devsm aduir, principalmente, das 
simplificações consideradas no método de solução adntadr. neste 
trabalho. No presente estudo são desprszadns, nas variaç~es ds 
curvatura, 03 termns dependentes de (deslocainent--' na dire- 
ção meriiional) 0 u ^direção circunfer encial), além de a Q 
nas equaç~es de equilíbrio, já na teoria usada como terrno da 
Comparação, estas simplificações não são adotadas.
A simplificação de nas condições de contorno na 
teoria utilizada e outro fator que certamente influiu nas d i ­
ferenças encontradas.
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9.2 Apresentação  e discussão dos resultados
Os resultados a seguir, obtidos através do programa 
PACE, mostram o com portamento dos di versos mndelos an^olisadns, 
cnm o objetivo precípun de mostrar ns efeitos dos anéis de r£ 
forço.
3ao apresentados resultados para deslo camento r-:nii- , 
al u, momento meridional í‘1_ e força de me mbrana N^, todos adi 
m e n s i o n a l i z a d o s , tabelados e trsçados em gráficos, onde a~ 
abcissas representam a v a r i á vel(t ambém adimensional) s-r/£*.
Em cada grafico são apresentadas três curvas, sendo 
uma para h V b  = 1 (caso sem reforço), nutra para h*/b = 1,5 e 
ainda para h*/h = 2, curvas estas que mnstram as variações das 
quantidades traçadas em função da espessura do reforço.
Como as comparaç ões entre os modelos deveriam ser
feitas para iguais valores do raio do bocal, raio da esfera e
' 1 ^ 2 variável r, sendo s = ( h V b )  ‘ 3^, e desde que foram a d o t a ­
dos para os casos sem anel de reforço dimensões que f o r n e c e ­
ram u = 0,<í, então tem-se para h V h  = 1,5, s = 1,2247 s* e 
para h'Vh = 2, s = 1,4142 s*. Portanto, para sa comparar, por 
exemplo, os deslocament os radiais de um caso com reforço com
um sem reforço, deve-se tomar valores de s"* para o primeiro1 / 2caso 8 3 =  (h*/h) ' s* para o segundo.
A localizaçao dos pontos em analise, segue o mesmo 
raciocinio apresentad o no item 9.1.
Os Gráficos 9.7 a 9,9 e Tabelas 9.13 a 9.15, (caso 
com momento fletor aplicado num bocal rigido), como sao adi- 
mensio nalizados com relação a s (ângulo na direção circunfe - 
rencial - ver Figs.4.1 e 6,1), fornecem valores de u, e 
para qualquer 9, bastando para tal, que se proceda a devida 
conversão para cada meridiano desejado.
Os fatores a d i m e n s i o nalizan tes das T a b e l a s  9.1 a
9.18 são 03 nesmos a presentados nos Gráficos 9,1 a 9.9.
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- 0,3
u/(RP/Eh"^)
- 0,2
-c,i
1 2  3
GRÂFICÜ 9.1 - D e slocam ento radial u
(s)
(s)
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N/(P/h)
(s)
u/(RP/Eh^)
í (=)
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- 0,00
-0,06
-0,C4
- 0,02
0,02
0,03 1 2 3
GRAFICO 9,5 - Homento maridional n
(s)
W / ( P / h )
(s)
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u/ [ (n/E:h2) \/r7 ^  COS
(s)
[i^ i/R \[R/h COS o
(s)
84
Nt-/ \{ï^/Rh)\fR/h cos
(s)
T A B E L A  9. 10  - D e s l o c a m e n t o  r a di a l  na es fer a
00
f-n
T A B E L A  9.11 N o m e n t o  m e r i d i o n a l  na esf e ra
cocr.
T A B E L A  9,1^  - F o r ç a  de meiribrana na e s f e r a
00
T A B E L A  9 , 1 3  D e s l o c a m e n t ü  ra d i a l  na e s f e r a
03C9
T A B E L A  9.1 4 M o m e n t a  m e r i d i o n a l  na e sf e r a
co
Caso Casos h V '' V 0
n D i f e r e n ç a  p e r c e n t u a l
sem r e f o r ç o
1
i
N\ r
X
com re f or ç 0
1
c o m o c a s o  
s em refo rço
s u = 0 ,400 -  = 1,5 (u 
h
= 0. 326 ) -  = 2 (u 
h
=0,283] ü * =  I.s
h h
0 , 4 0 0
A
- 0 , 5 9 9 5 10-^ - 0 ,3 60 5 l O”1 -0,2 28 0 10-1 - 3 9 , 8 7 - 6 1 , 9 7
0 , 671 - 0 , 1 4 6 8 - 0 ,1 30 1 - 0 , 1 1 8 4 - 1 1 , 3 8 -  19,35
0 ,8 51 - 0 , 1 5 5 1 -0 , 1 3 9 4 -0 , 1290 - 1 0 , 1 2 - 1 6 , 6 3
1,122 -0 ,1499 - 0 , 1 3 2 3 - 0 ,1 21 4 - 1 1 , 7 4 - 1 9 , 0 1
1 , 842 - 0 , 1 1 3 9 - 0, 10 31 - 0 , 9 6 6 7 10-1 - 9,48 - 1 5 , 1 3
2 , 56 2 -0,79 84 10-^ - 0 , 7 4 7 3 lo" 1 - 0 ,7 16 9 lo"l - 6,40 - 1 0  ,21
3,191 - 0 , 5 733 10-1 - 0 , 5 4 7 3 lo" 1 -0 , 5 333 10-1 -  4,54 - 6 , 9 8
4 , 0 0 0 - 0 , 3 7 4 8 10-1 - 0, 3 6 8 5 l O”1 -0 , 36 41 10-1 - 1 , 6 8 -  2 , 05
T A B E L A  9.15 F o rç a de m e m b r a n a  m e r i d i o n a l  N na esf er a
o
Caso i "
1 Casos h*\ 1 D i f e r e n ç a  p e r c e n t u a l
sem  r e f o r ç o com r e f o r ç o com 0 caso 
sem r e f o r ç o
s u = 0 ,400 -  = 1,5 (u = 0 ,326) 
h
-  = 2 [0 , 283] 
h
*
5- » 1,5
h
^  = 2
h
0.400 -0 , 2076 - 0 , 1 3 6 3 - 0 , 1 1 6 2 - 3 4 , 3 4 - 4 4 , 0 3
.0,599 - 0 , 2 7 7 3 - 0 , 1 9 3 7 -0 , 1 6 9 7 - 3 0  , 15 -  38,80
0,799 - 0 , 3 0 5 2 - 0 , 2 3 7 0 -0 ,2170 - 2 2 , 3 5 - 2 8 , 9 0
1, 317 -0 , 2903 -0,26 10 -0 , 25 36 - 1 0 , 0 9 - 1 3 , 0 9
1 , 91 3 - 0 ,2 17 1 -0 , 206 8 - 0 , 2 0 3 6 - 4 , 7 4 - 6 , 2 2
2 , 702 - 0 , 1 1 8 2 - 0 , 1 1 7 5 - 0 , 1 1 7 2 - 0 , 5 9 -  0 , 85
3,211 - 0 , 7 0 4 3  lO"^ - 0 , 7 1 8 4  lO"^ - 0 , 7 2 1 5  lO'^ 2 ,00 2,44
4 , 00 0 - 0, 2 3 9 5  lO"^ -0 , 2 4 9 4  lO"^ - 0, 2 5 4 6  lO"^ 4,13 6 . 30
T A B E L A  9.16 D e s l o c a m e n t o  rad ia l n a e s f e r a
T A B E L A  9,17  M o m e n t o  m e r i d i o n a l  na e s f e r a
INJ
Caso 
sem  re fo r
P
! Ca sos 
com r e f o r ç o
• l D i f e r e n ç a  p e r c e n t u a l  
com 0 caso 
sem r ef or ço! 1 X
s u = 0, 400 -  = 1,5 CO , 326 ] 
h
h*-  = 2 ( u = 0 ,283] 
h
1,5
h
íl*= 2
h
0,40 0 -0 ,1 59 6 - 0 , 1 3 4 4 -0 , 1324 
-0,-9 006 10"1
- 1 5 , 7 9  
-  14 , 77 
- 1 0  ,32 
- 1 3 , 2 6  
- 9 , 2 1
- 5 , 7 3
-  4,21
-  3 , 74
- 1 7 . 0 4
0,599 - 0 ,1 06 6 - 0 , 9 0 6 5  10"1 - 1 5 . 5 2
0,799 -0,1018 - 0 , 9 1 2 9  10"1 - 0 , 9 2 8 8  1 0“1 - 8 , 7 6
1,317 - 0 , 1 0 1 3 - 0 , 8 7 6 7  10"1 -0 , 8 4 9 5  1 0”1 - 1 6 , 1 4
1 , 9 1 3 -0 , 6944 10'1 - 0 , 8 1 2 0  1 0’1 -0 , 7 9 0 3  10"1 - 1 1 , 6 4
2 , 702 - 0 , 6 6 1 9  10"1 - 0 , 6 2 4 0  10"1 - 0 , 6 1 3 3  10~1 - 7 ,  34
3,211 - 0 , 5 1 8 0  10"1 - 0 , 4 9 6 2  1 0”1 -0,4 900 10'1 - 5 , 4 1
4, 000 - 0 , 3 3 7 2  10'1 - 0 , 3 2 4 6  10'1 - 0 , 3 2 2 3  10"1 - 4 , 4 2
T A B E L A  9. 16  - F o r ç a  de m e m b r a n a  na es f e r a
CaJ
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C onforme pode ser uisto nos gráfi cos 9,1, 9,2, 9,4, 
9,5, 9,7 e 9,8, os deslocamentos radiais e os momentos m'-:ri- 
dibnais praticamente dasaparpcom nara s = 3,5, o que corres --
pnnde, c-n v- a r = 1,9 /'T n. D e s t a  fnrma, e s tas quantj_
dadf!S f i c a m  res"^ v a um s e c n c n t ò  da e s f e r a  c n’"^ un.’ raio d';? 
b a s e  igual a 1,? / " H T  (Fig.2,1), isto é, P , 5” R nu C , n  R, 
rei R /  h =1'^ '■'ü 3''P, rv-spectivarrante. Isto s i g n i f i c a  qua, 
p^ '-r "Xernpln, prira R /  n = 15, ns d e s l o c a n e n t n s  r a d i a i s  e mn- 
m e n t c s  m e r i d i o n a i s  o c o r r e m  ate i}) = 3r®, •'>!.] seja, d e n t r o  do 
c a m p o  de a p l i c a ç ã o  da H i p ó t e s e  de R e i s s n e r ,
Pndo-se notar, pela observação dos Gráficos 9,1, 
9,2, 9,4 e P . 5 que, quando o bocal á considerado cono sendo 
uma casca cilíndrica, os deslocame ntos radiais cre scem e os 
moniontos meridionais diminuem, con?parado com o caso em qus o 
bocal é considerado rígido, Percebe~se tambem que quando se 
introduz um anel de reforço na esfera, o caso onde o bocal e 
flexível, se aproxima do modelo com bocal rígido, notadamente 
para os deslocament os radiais. Outra co nclusão adicional que 
se-poda tirar, á que as forças de membrana meridionais, para 
pontos proximos do bocal, flexível, são menores qua nos corre_s 
pondentes pontos para o caso em que o bocal á rígido, Para 
pontos mais afastados do bocal ocorre o inverso, s e n d o  en t r e ­
tanto, a diferença menos acentuada,
Uma análise dos Gráficos 9,1 a 9,9 e Tabelas 9,10 a
9,18 mostra o efeito dos anáis de reforço. Assim, para o mod_a
lo com bocal rígido e uma força P aplicada axialmente neste, 
os máximos deslocamentos radiais, em relação ao caso sem r e ­
forço, crescem 19,13Js para h V h  = 1,5, e 25,91'1 para h'Vh =2. 
Para as mesmas condições acima, os momentos meridionais c r e s ­
cem 22 ,64"^ para h V h  = 1,5 e 30,51^ para h V b  = 2, e as for - 
ças de membrana máximas, 10,93^ e 1 4 ,30;:^ respectivamente, A 
medida que s aumenta, estas diferenças tendem a diminuir, trntre_ 
tanto, como os valores absolutos destas v/ariáveis também d i ­
minuam, alguns pontos apresentam diferenças percentua is b a s ­
tante e l e v a d a s , o que não deve ser levado cm consideração.
Análises semelhaotes podem ser efetuadas para os
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demais casns, com n auxílio dns gráficas e tabelas r e f e r e n c i ^  
dns acima. Deve- se ressaltar o efeitn de anéis de reforço no 
C o m portame nto do momento meridional Fi , apresentado no G r á f i ­
co 5.5, onde tem-se um aumsnto substancial desta variáuel até 
a passagem da regiãn I para II, s depois, uma diminuição cnm 
uma tcindência a acompanhar o comporiament^^ dn caso sem refor- 
Ço.
r!'i c a s o  em que é a p l i c a d o  um m o m e n t o  f l e t o r  n^ b o ­
cal r í g ido, a c u r u a  para u = n,733 (h’V h  = 2) dn G r á f i c a  9.9 
a p r e s e n t a  um p nntn de i n f l e x ã o  pa r a  s = ( p a s n a q e m  da
r e g i ã o  I para II), o que deve ser f r u t o  de um c o n j u n t ^  de cn_n 
d i ç ~ o s  de c o n t o r n o  nã-> t o t a l m e n t e  apr->priadn p a r a  r s n r R s e n t a r  
o pr^ib] ema físic^.
Deve-se  deixar claro, também, que as análises para 
o caso de um carga axial P, atuandr^ num bocal flexível, fnram 
prncedidas para as seguintes relaç~es: espessura da casca es­
férica/ espessura do bocal = 4 e raio médio do bocal/ espessjj 
ra do bocal = 15.
0 raio do bocal pode ser identificado nos gráficos 
e tabelas apresentados pela constante u,que representa a va­
riável s (= r / l * )  na intersecção da esfera com o bocal. A s ­
sim, 0 raio do bocal serã r = u-£*. Para se localizar o pon­
to de transição da região de reforço para a região sem refo_r 
ço basta tomar as variáveis desejadas para s = 2u, pois o 
raio do anel de reforço foi adotado como sendo o dobro do 
rai 0 do b o c a l .
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9.3 Conclusoes e sugestões para trabalhos futuros
Tomando como base os programas CORTER e CORTERDE, o 
desenvolvimento analítico baseado na Hipótese de Reissner
não apresenta resultados muito satisfatórios.
Entretanto, devido a relativa simplicidade de uso 
das expressões resultantes, pode-se indicar a sua utilização 
como um ferramental de auxTlio ao projetista que não tem ace^ 
so imediato a computadores de grande porte.
Como 0 objetivo do presente trabalho é a análise do 
efeito de anéis de reforço, e como os resultados apresentaram 
se conserva ti vos , pode-se atestar a importância da utilização 
destes elementos estruturais, com o objetivo maior de confe - 
rir melhor rigidez em cascas esféricas com bocais radiais ci­
líndricos.
Os deslocamentos radiais diminuem, os momentos meri^ 
dionais aumentam e as forças de membrana diminuem, a medida 
que se aumenta a espessura do reforço, com a tendência de coji 
vergir para valores fixos.
Como trabalhos futuros que possam dar continuidade 
ao estudo aqui apresentado, pode-se citar, entre outros:
- a análise de uma casca esférica fina com um m o ­
mento fletor aplicado num bocal radial cilTndrico 
f 1e x T v e l ;
- um estudq, usando a teoria aqui apresentada, con­
siderando cargas de superfície;
- um estudo modificando as condições de contorno, 
principalmente combinando as tensões de membrana
com 0 esforço cortante nos extremos dos ele 
mentos componentes da estrutura.
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APENDICE A
FUNÇÕES Dl FESSEL E KELUIN
A equaçao
dx“ dx
*9 conhecida como equaçao diferencial de Bessel de ordem n, e 
tem como solução as funções de Bessel, 3n(x) e Y n ( x ) , de -pri­
meira e segunda classes, respectiva.T.ente, e de ordem n.
A equaçao
2 ^ , 2 2x ^< — + X —  + n ) y  = 0
dx dx
e conhecida como equação deferencial modificada de Bessel de 
ordem n, tendo como solução as funções de Bessel m odificadas  , 
In(x) e Kn(x), de primeira e segunda classes, respectivamente, 
e de ordem n.
Essas funções podem ser desmemb radas nas partes
real e imaginaria que sao conhecidas como funções de Kelvin , 
sendo funções reais.
As equações trabalhadas neste estudo são de ordem 
zero, e desta forma, seguem as seguintes funçÕes de Kelvin de 
ordem zero:
(-l)"" f ( x / 2 ) ^’
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bei(x) = I ------------------- ------
x=0 {2x^1)'.
X ^ c« (-l)^(x/2)'^^
kar(x) - - ( l n (—) + Y ) b e r ( x )  + - b s i ( x )  + J —  0 f 2 r )
2 4 r = l ,(2r):"
“ ( - l ) " ( x / 2 ) " " ^
loi(x) :^-(ln(-) + Y ) b s i ( x ) --- bsr(x) + J ------------------  ^ 0Í2r»l)
2 4 r=0 (2r + 1 ) T'
onda Y s a c o n s t a n t e  de E u l e r
1 1  1
Y =  li.Ti (l + — + — + ... + — - ln(n))
n -^co 2 3 n
aqui assumida como y = 0,577215, e cj) sendo dada por
1 1  1 
^(p) ~ 1 +  — + — + ... + — , 0 (0 ) = C
2 3 p
As derivadas primeiras das funções de Kelvin de o r ­
dem zero são;
b e r '(x) = -
( x/2)3 ( x/2)^ ( x/2)^1 ( x/2)15
2! 3í4i 516: 7iS:
{x/2)= (x/2)- (x/2)l^ ( x / 2 ) ^ ’^
bei'(x) = (—) - -------- + -------- - --------- + ---------
2 2í3i 415! 6:7: Ql9l
* ber(x) TT
ker'(x) = -(ln(x/2) + Y ) b s r ' ( x ) ---------- -- —bei*(x)
X 4
(x/2)^4.(Z) (x/2)^<í(4) ( x / 2 )“ 4.(ó)
«•  ^ +“ *' ' ■ ' • ■ + ■ • • 
2i 3141 5l6i
bei(x) ^
kei'(x) = (ln(x/2) + y )bei'(x) - -------  - -ber'(x) +
X 4
^ ( x / 2 ) %  (3) ( x / 2 ) % ( 5 )
2 2:31 Î 5 ’
As f o r m u l a s  ris r s c c r r e n c i a  que r e l a c i o n a m  as fur.çõe: 
de k s l u i n  de a r d e n  um com as suas d e r i v a d a s  p r i m s i r a s  sco :
beÍT(x) = ( b e r’(x) * b 9 Í’(x))2
k e r^ (x ) = ( k e r’(x) - k 9 i ’( x ) ) 2”'^ '^
,-1/2ksÍT{x) - (ker'(x) - k a i’(x))2'
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a p e n d i c e : b
PROGRAMA ANALISADQR DE CA5CAS ESFERICAS
■' r r- f~ r ^V : ■ rs ;
Algunc caso:; analisados sao, ralativamontr;, ds fnci 1 
obtengao de resultados co-:i o auxilio de u;-na calc uladora eletrcnj. 
ca da pequeno pnrt.e. Entretanto, outros casos apresentam d i f i c u l ­
dades adlcinnais sobretudo na resolução de casos que consideram 
urn anel de reforço.
Como os ualores de deslocamentos, momentos resultantes 
e forças oe membrana deviam ser calculadas para diversas pontos, 
o que implica muitas cálculos repetitivos, e c o nseqüente mente com 
muitas possi bilidades de erros, foi codificado um programa compu-
/ s r  *tacional com base na solução analitica apresentada.
0 programa e basicamente dividido am duas partes, uma 
que resolve os casos com momento fletor e a outra com carregamen.- 
to axial.
Neste programa as series apresent adas no Apêndice A f o ­
ram tomadas ate os termos que forneccm potências de ordem dezoito, 
o que foi uma necessidade imposta pela precisão desejadas dos r e ­
sultados.
*A sntrada ds dados e extremamente simples e o tempo de 
computador, reduzido, o que atesta a vantagem do seu uso em rela- 
çao aos programas numéricos disponiveis. A desvantagem do p r o g r a ­
ma reside exatamente no fato da ele resolver somente os problemas 
especificos codificados, limitação esta inerente às soluções ana- 
l i t i c a s .
"^ 1
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Entretanto, uma ampla gama de casos podem ser por ele 
solucionados, pois qua isquer valores de espessu ras de cascas e 
de reforço, cargas, raios das cascas esfericas e cilíndricas e 
do anel de reforço, rnodulos de elasticidade e coefi cientes de 
Poisson (que pode^ ser diferents para o cilindro, an-O de r e f o r ­
ço e casca esferica) sao aceitos, desde que respeitados os li:--;!- 
tes impostos pela teoria de cascas esfericas finas de pequena 
curvatura.
A soluvao dos sisteinas lineares sete por sete a p r e s e n ­
tados nos Capítulos 5, 5 e 8 e fèita por subrotinas apropria 
das dentro do pmgrania.
0 fluxograma simplificado abaixo representa o corpo bá 
sico do progra-na PACE.
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Fluxograina do programa PACE
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APENDICE C
MANUAL DE UTILIZAÇÃO DO PR0GRA"1A PACE
f;í3ct5 Apendics a foita de^cri-ao expedita ca
■ :! prograrna PACE, mais cam o intuito de ínoatrar 
as c‘ja3 aplicaç~33 a a aimplicidade do sau usa.
C.2 Entrada de dados
Cs dados da um problema especifico devem ser forna 
cidos através de apanas quatro cartões, na seguinte ardem:
1 - C G X 13 G
LI5TA R,h,h* ,rc,r^,t 
rCRf^lAT (1X,5(E12.4))
onda:
R - raio da casca esfarica 
h - espessura da casca esferica 
h* - espessura do anel de reforço 
r^ - raio do bocal cilír-dricc
r* - raio do contorno externo do anel de reforço
*t - espessura do bocal cilindrico
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9 o cartac
ondí
LI5^A f^rsP, Ar^GLO 
rcnr"AT (ix, i3, lio.4)
r;ESP “ numara de sspaçarnsn tos dssGjados entre Tq 
(ponto inicial) e R» seno (Af-iGLO) para 03 ca
'-■os sem ratorço entre r., e r* para 03 cas; com
anel de reforço. Para este segundo caso, NE5P pode 
ser sensivelmente menor do que para o primeiro, pois 
a r^?g;-ao considerada para a divisão eq üidistante 
dos pontos e menor, sendo qus para 03 demais pontos 
(r >  T * ) , os espaçamentos são iguais aos da região 
de reforço.
ANGLC - ângulo (j) maximp ate onde se d e s e j a  uma anali^ 
ce da c37ca esicrica, naa devendo ex.ccder 
30° (limitação da teoria).
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3^ cartao
! T - T  n r i  V ’.'I!!-! r 9  V ' - : i 9  r “i  V j ' I i ' : ;  ^ * ^ 1 , - .  ~  f  ■-> f  t
f- n  -r- ■ -I T  i" T V r  /■ r  T ^  -'i ^
Q  n  a  o  ;
II, C3, C3 - sao 03 :iodulcc cio íílacticidade da ca: 
ca 33fericc, do bocal a de anel de ; 
f"rçc::, ri-'ispoctiva ;nnte.
G2S - o hacal rigido pods ser simulado, fazcndo-se £2 b a s t a n ­
te elevado,
X'-’Ul, X-ÍU2, X;''':ü 3 - sao 03 cceficientsG de poisson
dos .'T^ateriais da casca esférica, 
do bocal 8 do anel de reforço, re seectivaTiente.
4':^ cartao
LISTA P, p], lADin
FCR^IAT (IX, 2E12.4, 3X, 12)
onde :
P - carga axial aplicada no bocal 
M - mG.T:Bnto fletor externo, aplicado no bocal
A  ^lADin - se e desejada uma saida dos dados adi;r:ensi£ 
nalizada, deve-se fazer lADI"'! ^ 1 ,  caso cen- 
trario, deixa-se em branco o espaço correspondente.
D B S  - Qualquer numero de modelos pode ser rodado de uma so 
vez, bastando para tanto, apenas seqUênciar os quatro 
cartões correspondent es a entrada de dados de cada u m  d e l e s .
108
U m  c a r t a o  e m  b r a n c o  no f i m  d o  u l t i m o  rnodelo t e r m i n a
3 l e i t u r a  d e  n o v o s  casos.
carç35 P 0 n, cstatîCi’.s, d'^ ve-r: 3er r^plic^das ;:e~ 
òn acorcc con os dn ;':’nv/olvi,:f;n í:o3 v'g:i1í zidoG hbs
C. 3 3nída d:idor;
'■ C; n 1 3 r' Q r i P  ^ G P s r í ; s j l t a d c 3 co r-. o  /-• T , r~* a 1 ~
r: r-' 3 d o s  i:;-Jo- d e ar. t r - d a .  Logo a p c s ,  e p a r o c o -n 0.3 ‘ja! :: r 5 3
•-'o r- c n n s t a n t - .n n r  i n n d a 3 i n  t  s r p .-Ti ^ r-' p n p 1 rj r -•c g r a m a /V v e r
c?-r
f
Í-';.Ul o s  3 r*v— 8
; i - g u i T c o n i " n r a G s o s o s r e 3 1; ! t a d o s f i n a i s  ( u, ‘■r’
í-.í ^
i- ^ ■i' ,'n c a  d a p o n t o  d a f i ri i d 0 p 2 1 a V 3 T T a v e l  s, t a m -
b 0 .'1 i ,T.n r 3 S  3 s na r e  sm a l i n h a .  0 pr i ’Tieiro p o n t o ap Tr; S S  P  "bci do S 0
d e f i ni «' 1G 0 S 3 i n C9 r s e e ç ã o  d o  b o c a 1 COT. a c a s c a O s f s r i c 3 ) o s
devais pontos pods.^ sor definidos confor.'’)e explicitado no C a ­
pítulo 9.
-■í?-
